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1. Introduction 

The development of a theory of quantum gravity faces a challenge arising 
from the fundamentally different ways the two theories describe physical 
systems. Quantum mechanics operates on discrete, probabilistic principles, 
while general relativity is a continuous, deterministic theory. The generalized 
uncertainty principle is a modified version of the Heisenberg uncertainty 
principle that incorporates quantum gravitational corrections for systems with 
strong gravity. At the Planck scale, the effects of quantum gravity become 
significant. At this scale, the impact of quantum mechanics and gravity are 
expected to be equally important. In white dwarfs, the degeneracy pressure 
provides the necessary support against gravitational collapse; however, it has 
been shown that the generalized uncertainty principle, in the presence of a 
minimum length, negates the Chandrasekhar limit and allows white dwarfs to 
grow to any size, which contradicts astrophysical observations. This paper 
introduces a new formalism to recover the Chandrasekhar limit and resolve 
the discrepancy between theory and observation. 
 

2. Methodology 
This paper refines the relationship between degeneracy pressure and density 
in white dwarfs using an alternative form of the uncertainty principle that 
includes the maximum length. It addresses this problem using the extended 
uncertainty principle (EUP) while considering the maximum length. The 
effects of the maximum length on the total energy and electron degeneracy 
pressure in white dwarfs are investigated. It is observed that the size of white 
dwarfs appears smaller due to the mass-radius relationship, which is consistent 
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with observational data. In the second part of the paper, we introduce the 
formalism of the generalized uncertainty principle. The contradiction related 
to the size of white dwarfs in theory and observational data is discussed in the 
third part. The fourth part is dedicated to using the generalized uncertainty 
principle with the maximum length to resolve the discrepancy between theory 
and astrophysical observations. 
 

3. Results and Discussion 
The Chandrasekhar limit is a fundamental constraint on the maximum mass 
that a white dwarf can have. In this paper, we review the findings of previous 
studies that suggest the Generalized Uncertainty Principle (GUP) with a 
positive parameter predicts the existence of white dwarfs of infinite size, 
which is contrary to observations. In other words, the strange phenomenon in 
this case is that the radius of white dwarfs seems to increase dramatically as 
their mass increases. This phenomenon suggests that gravitational collapse 
into a black hole may not occur. One suggested approach to address these 
inconsistencies is to allocate a negative value to the GUP parameter. The 
innovative methodology outlined in this paper leverages the Extended 
Uncertainty Principle (EUP) with a defined maximum length, leading to a 
notable correlation with astrophysical observational data. 
 

4. Conclusion 
According to the Generalized Uncertainty Principle in the presence of 
maximum length, it is observed that as the mass of a white dwarf increases, 
its radius decreases, which is consistent with observations. It is also noted that 
with increasing density in a white dwarf, the degeneracy pressure increases to 
prevent gravitational collapse. Recent research on the sign change of the GUP 
and EUP parameters has been presented, suggesting that by considering the 
role of the cosmological constant in the uncertainty principle, the issue of sign 
change appears to be more acceptable. Given that the cosmological constant 
can take both negative and positive values, this consideration is meaningful 
from both a physical and geometric perspective and has important 
consequences.  
 
Keywords: Generalized Uncertainty Principle, Quantum Gravity, 
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  چكيده: 

 
ا  ي متفاوت  ي اساس  يهااز روش  ي ناش  ي گرانش كوانتوم  هيچالش در توسعه نظر  يبرا  هيدو نظر  نياست كه 

كند،  ي عمل م ي بر اساس اصول گسسته و احتمال ي كوانتوم كيبرند. مكاني به كار م ي كيزيف  يهاامانهس شرح

شده  يافته يك نسخه اصلاحقطعيت تعميماصل عدم است.  ي و قطع وستهيپ هينظر كيعام  تيكه نسب ي در حال

ي اعمال  با گرانش قويي  هاامانهدر س قطعيت هايزنبرگ است كه اصلاحات گرانشي كوانتومي را  از اصل عدم 

لازم    ي بانيپشت  ي فشارتبهگن  ديسف  هايدر كوتوله هاي سفيد هستند.  كوتوله  هاامانهسكند. نمونه بارزي از اين  مي 

  يافته تعميم  تيقطعكه اصل عدم نشان داده شده است  وجود،    نيبا ا  .كندي فراهم م  ي گرانش  ي را در برابر فروپاش

به هر اندازه  تا    دهدي اجازه م  دي سف  ي هاو به كوتوله   كندي م  ي ، حد چاندراسخار را نفدر حضور طول كمينه

فشار    نيمقاله رابطه ب  ني. اباشدات اختر فيزيكي مي در تضاد با مشاهداين خود  بزرگ شوند، كه    نامحدودي  

  بيشينه كه    تيقطعاز اصل عدم   ني گزيشكل جا  كيرا با استفاده از    ديسف  يهادر كوتوله   ي و چگال  ي تبهگن

  يابي حد چاندراسخار را باز  ديجد  ميزفرمال  ن يكه ا  ميدهي . ما نشان مكندي اصلاح م  رد، يگي طول را در برم

  .كندي م طرفو مشاهده را بر هينظر نيو اختلاف ب كندي م

  

  د،يسف  يها، حد چاندراسخار، كوتولهي كوانتوم  ي گرانش  ،يافتهميتعم  تيقطعاصل عدم   :  واژگان كليدي

  . بيشينهطول 
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  مقدمه  .١
كه    رفتهي پذ  ياگسترده   صورتبه    ه امروز است  و    تي نسب  نيب  ياساس  يناسازگار  كيشده  عام 

دارد.  يكوانتوم  كيمكان كوانتوم  وجود  نظر  كي  يگرانش  دنبال    يچارچوب  به  كه    شرحاست 

گرانش  عام است كه  ت يدادن نسب  ياست. هدف آن آشت  يكوانتوم  كيمكان  نهيدر زم  يگرانش  يروين

  هااسيمق  نيتركه رفتار ذرات را در كوچك  يكوانتوم  كيزيبا ف  كند،يم  بيان بزرگ    اسيرا در مق

بر اساس اصول    ه يدو نظر  نيا  چرا كه است،    جديد  كيزيفچالش مهم در    كي  ني. اكنديكنترل م

م  اريبس اصل عدم يمتفاوت عمل  بود كه  ابتدا مشهود  همان  از  )  HUP(  ١زنبرگ يها  تيقطعكنند. 

 تيقطعبود كه اصل عدم   قرار گيرد. در نتيجه لازم  نظر  ديتجدمورد    ديگرانش با  ريتأث   حيتوض   يبرا

  چون   يمختلف  هاييه،  نظررواز اين  ].٢-١[  رديرا در برگ  ياصلاح شود تا اثرات گرانش  زنبرگيها

اصل    يرا برا  هاييتعميم   ها،اهچالهيس  مطالعات مربوط بهو    ايحلقه   يگرانش كوانتوم  سمان،ير  هينظر

) شناخته  GUP( ٢افتهيميتعم  تيقطعكه به عنوان اصل عدم  ،اندكرده  شنهاديپ زنبرگيها تيقطععدم 

طول    كمينهاست كه به عنوان    كمينهطول    كي  ينيبشيپ  GUP  يامدهاياز پ  يكي   ].٨-٣[  شوديم

و تكانه در    تيموقع يعملگرها ن يشده باصلاح  جاييجابه از روابط  كمينه طول   ن ي. اشوديشناخته م

به    شوديم  يناش  يكوانتوم  كيمكان منجر  دقت  ياساس   تي محدود  كيكه  آن    شوديم  يدر  با  كه 

در حوزه    يدي جدپيامدهاي    ايده   نيا  كرد.  يريگهمزمان اندازه   ت ورصرا به    تيهر دو كم  توانيم

  ]. ٢١-٩[ دارد يكوانتوم كيمكان ويژه در ي و به نظر كيزيمختلف ف يها

  بيشينه  ي كه دارا شده  يمعرف   ٣) EUP(  افتهيوسعهت تيقطععدم  دي اصل جد ك ي هاي كنوني،سال در

  ع يدر گستره وس  م يتوانياست كه م  يافاصله   نيدهنده دورترنشان  يهانيافق ذرات ك   ].٢٢[  طول است

كن  هانيك  وجود  ميمشاهده  ب  اسيمق  كي.  ن  نهيشي طول  مشاهده،   تيقطععدم   حيتصح  ازمنديقابل 

مق  يكوانتوم غ  يهااسيدر  رفتار  و  است  در    نيا  يكوانتوم  كيمكان  يرمحليبزرگ  را  اصلاحات 

بيان ديگر،  .سازديقبول مقابل   يهانيك   يهااسيمق به ب  به   ،يكوانتوم  ك ينبودن مكانموضعي  ا توجه 

رفتار    يانشانه   تواند ي م  كيهان  عام  يهايژگيو مطالعات   .باشد  موضعي  يكوانتوم  هايسامانه بر 

عدم  يبررس  يبرا  گوناگوني طول  با    افتهيميتعم  تيقطعاثرات  حوزه   بيشينهوجود  مختف در  هاي 

  ].٢6-٢٣[ انجام شده استفيزيك 

 
1 Heisenberg Uncertainty Principle  
2 Generalized Uncertainty Principle 
3 Extended uncertainty principle 
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خود را    ايهسته   سوختبا جرم كم تا متوسط    ياستاره   يكه وقت  ، است  ياستاره   ي ايبقا  د يكوتوله سف

  بسيارماند  يم  ي كه باق  يا. هسته ديآيبه وجود م  زد،يريخود را م  يرونيب  ي هاه يكند و لايم  ه يتخل

معمولاً به اندازه    دي سف  يهاشده است. كوتوله   ل يتشك  ژنياز كربن و اكس  بيشترمتراكم و داغ است كه  

  يبحران  ياچاندراسخار آستانه حد    .هستند  دي با جرم خورش  سهيقابل مقا  يجرم  ي هستند اما دارا  نيزم

به    يگرانش  يقبل از فروپاش  د يستاره كوتوله سف  كيرا كه    يجرم  بيشينهاست كه    كيزيدر اخترف

برابر    ٤/١  كمابيشحد    ني. اكنديم  مشخص،  را  داشته باشد  توانديم  اهچالهيس  اي  يستاره نوترون  كي

گرانش    يرو ين  د، يسف  يهادر كوتوله شود.  شناخته ميكه به جرم چاندراسخار    ،است  د يجرم خورش

  ي كه از اصل طرد پائول  شود،يالكترون متعادل م   تبهگنيفشار    رونيبه سمت ب   ي رويبه سمت داخل با ن 

  .  شوديم يناش

س  يكوانتوم  ي كيمكان  ده يپد  ك ي  تبهگنيفشار   در  كه  ها، الكترون   چون   ها ونيفرم  ي هاامانه است 

كند ي م  انياصل ب  ني. اديآيوجود مبه   كنند،يم  يرويپ  يذرات كه از اصل طرد پائول  ريسا  ايها  نوترون 

. در  نندرا اشغال ك   يحالت كوانتوم  كيهمزمان    تورص توانند به  ينم  كساني  ونيدو فرم  چيكه ه

ز  يوقت  جه، ينت كم  ونيفرم  ي اديتعداد  حجم  م  يدر   ن يترن يي پا  توانندينم  يهمگ  شوند، يمحدود 

را اشغال كنند، كه    يبالاتر  يانرژ  يهاحالت   دي را اشغال كنند. در عوض، آنها با  يانرژ  يهاحالت

 ك يزيدر اخترف  تبهگني   فشار  .كندي مقاومت م  شتريب  يسازكند كه در برابر فشرده يم  جاديا  يفشار

و    كندي م  فايا  ينوترون  يهاو ستاره   ديسف  ي هاكوتوله   يداريدر پا  ي دينقش كل  رايمهم است، ز  اريبس

 .كنديم ي ريتحت گرانش خود جلوگ هااهچاله يها به سآن  ياز فروپاش

  ي فشار تبهگن  ش يافزا  دليل به    يابند ياجازه م  نظري  ديد از    د يسف  يهاكوتوله   ،   GUP  در چارچوب  

  با مشاهدات اين مسأله ]، كه ٢٧[ رشد كنند يگرانش يبدون فروپاش ،فوق العاده بزرگ يهابه اندازه 

اخترف  موجود ا  كيزيدر  دارد.  ب  نيتناقض  مشاهده   GUP  يهاينيبش يپ   نياختلاف  رفتار  شده  و 

ب  د،ي سف  يهاكوتوله  بالقوه  كوانتوم  ينظر  ميمفاه  ني تضاد  گرانش  تجرب  ياثرات  شواهد  از    يو 

  .كنديرا برجسته م  يكيزيمشاهدات اخترف

اختلاف را    نيابه تازگي براي برطرف كردن اين مشكل پيشنهاداتي ارائه شده است به صورتي كه  

اصلاح    با وجود طول كمينه افتهيميتعم تيقطعدر اصل عدم  يمنف كميت  كيتوان با وارد كردن يم

و ممكن است    است   ابتكاري  ي اديتا حد ز  ،]٢٧[ارائه شده در    ل يو تحل  ه يكه تجز  يدر حال  كرد.

با    ديسف يهاكوتوله   كيزيبر ف GUP ريتأث يساده در مورد چگونگ دگاه يد كي، خيلي دقيق نباشد

  .دهديارائه م ياضير ي دگيچيپ كمينه
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و با در نظر گرفتن طول بيشينه به حل اين مشكل پرداخته شده است.    EUPدر اين مقاله با استفاده از   

هاي سفيد بررسي شده است.  ها در كوتوله تاثيرات طول بيشينه بر انرژي كل و فشار تبهگني الكترون 

تر به  ها كوچكهاي سفيد مشاهده شده است كه اندازه آن با توجه به رابطه بين جرم و شعاع كوتوله 

باشد. در بخش دوم مقاله به معرفي فرماليزم اصل  رسند و اين با مشاهدات رصدي سازگار مينظر مي

تعميمعدم  پرداخته قطعيت  كوتوله يافته  اندازه  با  مرتبط  تضاد  داده ايم.  و  نظريه  در  سفيد  هاي  هاي 

يافته با  قطعيت تعميمرصدي در بخش سوم بررسي شده است. بخش چهام به استفاده از اصل عدم 

شينه براي برطرف كردن اختلاف بين نظريه و مشاهدات اختر فيزيكي اختصاص يافته است.  طول بي

  گيري ارائه شده است. در آخرين بخش نيز بحث و نتيجه 

  

  يافته قطعيت تعميمفرماليزم اصل عدم .٢
رود كه  شوند.  در اين مقياس، انتظار ميدر مقياس پلانك اثرات گرانش كوانتومي قابل توجه مي

باشند.   مهم  اندازه  يك  به  گرانش  و  كوانتومي  مكانيك  در    كنديم  شنهاديپ  GUPاثرات  كه 

و تكانه    تيدر موقع  تيقطعبه طول پلانك، عدم   كينزد  يهااسيكوچك، مانند مق  اريبس  يهااسيمق

تنها   م  يكوانتوم  يكيمكان  ي هات يمحدود  بانه  محدود  تأث  شود،ياستاندارد  تحت  عوامل    ر يبلكه 

  يريگتكانه قابل اندازه   بيشينهو    يريگاندازه   قابل طول    كمينهتواند به  يم  ني. ارديگيقرار م  زين  ياضاف

پيش  تر از آنچه  ده ي چيپ  يبه روش  از پايه ها  يريگاندازه   ن يدر ا  تي قطعكه عدم   يمعن  نيمنجر شود، به ا

يافته با وجود طول  قطعيت تعميمرابطه مربوط به اصل عدم   .اندشده   ده يدرك شده بود در هم تن  از اين

  :]١٧,  6[شده است   گرفته كمينه و اندازه حركت كمينه به صورت زير در نظر

 )١                                                                  (ο𝑥ο𝑝 ≥
ℏ

ଶ
(1 + 𝛼 (ο𝑥)ଶ + 𝛽 (ο𝑝)ଶ),    

  ، توان از گرانش  شوند. همانطور كه ميشناخته مي  GUPهاي  به عنوان كميت   βو    αكه در آن 

عبارت ابعادي  تحليل  انتظار داشت،  نشان  كوانتومي  بالا  معادله  در  اين  ميهاي تصحيحي  كه  دهد 

ها تنها تصحيحات كوانتومي نيستند. اگر تنها ثابت پلانك و طول پلانك را در نظر بگيريم كميت

αبه شكل    βو    αهاي  شويم كه بايد روابط مربوط به كميت ، از نظر ابعادي متوجه مي]٢٨[ ∝
ଵ


మ =

ீ

ℏ
𝛽و       ∝


మ

ℏమ
=

ଵ

ீℏ
  باشند.    

گرانش    يهااستدلال   با استفاده ازشده  ل يتحم  يهات يبه محدود  )١توان گفت كه معادله (همچنين مي

  يگرانش  يهاطول و تكانه اشاره دارد. استدلال   يهااسيمق  جداسازيدر    يشناخت  هانيو ك   يكوانتوم

طول    شناخته شده   م يكه پس از آن مفاه  دهند يرا نشان م  كمينهطول    اسيمق  ك يوجود    يكوانتوم
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  بيشينه  يهااسيوجود مق يشناسهان يك  يهااستدلال  گر،يد ي. از سودهندياز دست م اخود ر يمعنا

محدود   خيلي بزرگ يهااسيرا در مق كيهان كه درك ما از  كننديم شنهاد يتكانه را پ  كمينه طول و 

  . سازد يم

αبا انتخاب   = صورت  تواند به  ) مي١كمينه، رابطه (طول  با  GUP برابر با الگوهاي استاندارد    0

 زير بازنويسي شود: 

)٢(                                                                                             ,  ο𝑥ο𝑝 ≥
ℏ

ଶ
(1 + 𝛽(ο𝑝)ଶ)  

  ) عبارت است از:٢جايي مرتبط با معادله (رابطه جابه 

)٣         (                                                                                                   .  [𝑥, 𝑝] = 𝑖ħ(1 − 𝛽𝑝ଶ)  

بدان معناست كه    نيشود. ايدر نظر گرفته م   حد ااز مرتبه و  يمعمولاً در محاسبات نظر  GUP  كميت

اثرات    گر، يد  بيانيشود. به  يپلانك قابل توجه م   اسيدر مق  تنها   تيقطعدر اصل عدم   ر ييهرگونه تغ

بالا، مانند آنچه    يهايانرژ  ايكوچك    اريدر هنگام برخورد با فواصل بس  افتهيميتعم  تيقطعاصل عدم 

  شوند، بارزتر و مرتبط هستند.يپلانك با آن مواجه م اسيدر مق

= βبا در نظر گرفتن    افتهيميتعم  تيقطعاصل عدم نوع ديگري از     ن يدر اارائه گرديده است.    0

  يهاوجود افق   ل يبه دل  يشناسهان يدر ك   يعيطب  صورتبه    يطول گرانش كوانتوم  بيشينه  كرد،يرو

لازم است روابط    ،يكوانتوم كيدر چارچوب مكان  EUP  يكي كردن  ي برا.  ديآيوجود مذرات به 

  : دنو تكانه اصلاح شو تيموقع يعملگرها يجبر

 )٤                                                                                     (,   ο𝑥ο𝑝 ≥
ℏ

ଶ
(1 + 𝛼 (ο𝑥)ଶ)  

𝛼در رابطه بالا،    = 𝑙௫
ିଶ ≃ (

ுబ


)ଶ  باشد، به صورتي كه  مي𝐻  هابل و    كميتc    سرعت نور

  باشد:  به شكل زير ميجايي سازگار با آن . رابطه جابه است

)٥                                                                          (                                .  [𝑥, 𝑝] =
ħ

ଵିఈ ௫మ
  

  ي نظر  ي امدهايممكن است به پ  افتهيميتعم  تيقطعكه اگرچه اصل عدم توان گفت  به صورت كلي مي 

اي كه  ثال ويژه م  ي، ترموديناميك وكوانتوم  كيمكانهاي مختلف فيزيك، از جمله  ي در حوزه جالب

  امدها يپ  نيا  . اگرچه،منجر شود  هاي سفيد، بررسي كوتوله   گيرد، يعني  در اينجا مورد بررسي قرار مي

تا سازگار  ق يتطبنيز  موجود    يكيزياخترف  الگوهايو    يرصد   ي هابا داده   ديبا با  لازم    يداده شوند 

 .حقيقي بدست آيدجهان  ازدرك ما 
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  فيد سي هااندازه كوتوله هاي رصدي در مورد ناسازگاري بين نظريه و داده .٣
 ي به اندازه كاف در آن انتخاب شود كه گرانش ايسامانه ، لازم است GUPبه منظور مشاهده اثرات 

  د يسف  ي هادر ستارگان فشرده مانند كوتوله   ،اثرات  ن يمطالعه ا  يبرا   يك سامانه مناسب باشد.    يقو

هستند    دي شد  يگرانش  يروهاي كه در آن ن  كننديرا فراهم م  ييهاطيمح  يكيزياجرام اخترف  نياست. ا

كوانتوم گرانش  اثرات  بروز  امكان  از  شده ي نيبشيپ  يو  استفاده  آن   GUP  با  دارددر  وجود    . ها 

شود كه در يم  يبيعج  يژگي شود، منجر به وياعمال م  ديسف  يهاكوتوله   يبرا  GUPكه    يهنگام

به  يم  د يكوتوله سف  كيرا كه    ي جرم  بيشينه آن حد چاندراسخار،   ستاره    كيتواند قبل از سقوط 

باشد،  اهيس  ا ي  ينوترون داشته  ا  گريدچاله  ندارد.  م  ن يوجود  اساسكه    دهدينشان  ،  GUPبر 

  به حد چاندراسخار وجود داشته باشند.   دن يبدون رس  توانند يم  اندازه نامحدود،با    د يسف  ي هاكوتوله 

    در اين بخش به بررسي و تبيين اين موضوع خواهيم پرداخت.

ο𝑥ο𝑝  زنبرگيها  تياصل عدم قطع ≥ ℏ  ، تيكه موقع  )𝑥 ) و تكانه (𝑝كند،  ي) را به هم مرتبط م

را مي ما  به   امكان  اميكن  يرا بررس  دي سف  ي هااز كوتوله   ايويژه   يهايژگ يتا و  دهداين  اجرام    ن ي. 

انرژي جنبشي    شوند.ينگه داشته م  يالكترون  تبهگنيهستند كه تحت فشار    يستارگان  يايبقا  يآسمان

  برابر است با:   دي كوتوله سف كل يك

)6        (                                                                                           𝐸 =
ேοమ

ଶ
≃

ேℏమ

ଶο௫మ
    

𝑛باشد. بر حسب چگالي  جرم الكترون مي     𝑚ها و تعداد الكترون   Nكه در آن،  =
ே


=

ெ


   

   )𝑀    جرم كل ستاره) و حجم ستاره(V~Rଷ)    و رابطهο𝑥 ≃ 𝑛ି
భ

య = (


ே
)

భ

య   ) باز  6، معادله (

  شود: نويسي مي

)٧             (                                          ,    𝐸 =
ேℏమ

మ
య

ଶ
=

ேℏమ

ଶ
ቀ𝑀

మ

య𝑚
ି

మ

య𝑅ିଶቁ =
ெ

ఱ
యℏమ

ଶ

ఴ
యோమ

  

  : است  يضرور يگرانشي با انرژ يجنبش يمتعادل كردن انرژ ،يگرانش  ياز فروپاش  يريجلوگ يبرا

)٨                                                                 (                                      ห𝐸ห ∼
ீ ெమ

ோ
= 𝐸  

𝐸  ) توان رابطه شعاع و جرم ستاره را به صوت  بنابراين ميدهيم،  )  قرار مي٨) را در معادله (٧معادله

  زير بدست آورد:

)٩(                                                                                                          ,  𝑅 ∼
ℏమ

ଶ

ఴ
యீ ெ

భ
య
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𝑅يعني در حقيقت،   ∝ 𝑀ି
భ

య جرم   نيرابطه بشود كه ) مشاهده مي١همچنين در شكل (  باشد.مي

  . ابدييجرم، اندازه آن كاهش م شياست كه با افزا يا به گونه  د يكوتوله سف كيو شعاع 

  
 

Fig. 1 Radius versus mass plot for a white dwarf, showing that its size decreases as 
its mass increases. (The axes of the plots are in terms of the solar radius 𝑅⨀ =

6.960 × 10଼𝑚, and the solar mass   𝑀⨀ = 1.98892 × 10ଷ𝑘𝑔.) 
جرم آن، اندازه آن كاهش   شيدهد با افزاينشان مكه  د يكوتوله سف كي  يبرا جرم بر حسب شعاع  نمودار ١ شكل 

⨀𝑅نمودارها برحسب شعاع خورشيدي    واحد محورهاي (. ابدييم = 6.960 × 10଼𝑚   و جرم خورشيدي 

 𝑀⨀ = 1.98892 × 10ଷ𝑘𝑔  باشند.)مي  

 
شود. پرداخته مي  حد چاندراسخار  و تاثير آن بر  افتهيميتعم  تيقطعنقش اصل عدم   يبررس  در ادامه به

  آيد:، به صورت زير بدست مي  ο𝑝)  ٢با استفاده از معادله (

)١٠                                            (                    ο𝑥ο𝑝 −
ℏ

ଶ
−

ℏ

ଶ
𝛽(ο𝑝)ଶ ≃ 0  ,                  

  داريم: ο𝑝با حل اين معادله درجه دو برحسب 

 )١١      (                                                                           ,   ο𝑝 ≃
 ο௫

ଶℏఉ
ቈ1 ± ට1 −

ସఉℏమ

ο௫మ
  

توان به صورت قطعي انتخاب كرد، معمولاً براي درك بهتر  در حالي كه علامت جلوي جذر را مي

و استفاده از شرايط    محاسبات سر راستانجام  با    .شودبيان رياضي هر دو علامت در ابتدا حفظ مي

شعاع   و  جرم  بين  رابطه  شد،  بيان  بالا  در  كه  آنچه  مانند  گرانشي  زه  ب تعادل    يسيبازنو  ريصورت 

  :شوديم
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) قرار دهيم، همچنين با توجه به  ١٢) را در معادله (١١بدست آمده از رابطه (   ο𝑝ଶكافي است كه 

𝑛معادلات  =
ே


=

ெ


ο𝑥و      ≃ 𝑛ି

భ

య = (


ே
)

భ

య   :خواهيم داشت  
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యோమ

ቍ
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𝐺اگر  = ℏ = 𝑐 = 𝑚و نيز    1 =   توان نوشت: آنگاه مي  1

)١٤                                              (                          ,     𝑀
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ோయ

଼ ఉమ 
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، عبارت زير راديكال،  رابطه    𝛽ا بسط تا مرتبه اول  توان بيكوچك باشد، م  يبه اندازه كاف  𝛽اگر  

  ) را به شكل زير نوشت: ١٤(

𝑀
ఱ

య~
ோయ

଼ ఉమ 
ቆ1 ± (1 −

ଶఉ ெ
మ
య
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)ቇ
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 , )١٥       (                                                                    

رابطه مشابه رابطه بين جرم  تا به    ميرا انتخاب كن  فيعلامت من  راديكال    يجلو  ديكه با  مينيب  يحالا م

  قطعيت معمولي برسيم: و شعاع در حالت عدم 

)١6                                                                                          (𝑀
ఱ

య~
ோయ

଼ ఉమ 
ቆ

ଶఉ ெ
మ
య

ோమ
ቇ
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=
 ெ

ర
య

ଶோ
  ,   

𝑅يعني،   ∝ 𝑀ି
భ

య  .كه رابطه مشابه با رابطه بين جرم و شعاع در حالت عدم قطعيت معمولي است 

) نشان داده شده  ٢تغييرات شعاع بر حسب جرم در شكل (  نمودارفي  علامت من) با  ١٤(  معادله براي  

توابع  ٢است. نمودار شكل ( به رسم  ) و ديگر نمودارها با استفاده از نرم افزار ميپل، بخش مربوط 

  اند. ضمني، رسم شده 

  جهينتدر    ،شودنزديك مي  يگرانش  يبه فروپاش  ستاره   ،جرم  افزايشبا    بيان شدهمانطوركه پيش از اين  

نمودارها به  توجه  معمولي (شكلمي در    ) ٢(و    )١(   ي هاشكل   ي با  در حالت  كه    كي  ))، ١(  يابيم 

رسد كه فراتر از آن  يكه به مرز چاندراسخار م  يشود تا زمانيتر مهمچنان كوچك   د يكوتوله سف

در    د يكوتوله سف  يادر نقطه ))،  ٢(  (شكل   GUP. در حالت  ابدييدوباره ادامه م  يگرانش  يفروپاش

فروپاش مي  برابر  و يمقاومت  م  صورت   به  كند  رشد  انحراف    ك يچگونه    نكه يا  كنند.ينامحدود 

  آورتعجبشود،  يستارگان پرجرم م  يبرا  يانحراف بزرگ  نيچن  سبب،  تيقطعكوچك از اصل عدم 
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تا هر  دهد  ياجازه م  د يسف  يهابه كوتوله   GUPكه  است    حقيقت ن يا) بيانگر  ٢(  شكل يمنحن  است.

نكته ديگري كه در اينجا داراي اهميت است اين است    كننده است.نگران   اين   ، شوند  بزرگاي  اندازه 

دل اهچاله يسكه،   به  است  ممكن  فروپاش  GUP  تبهگنيفشار    شيافزا  لي ها  برابر  در  مقاومت    يكه 

 هااهچاله يس  اد يتعداد ز  مربوط به   مشاهدات   با درست باشد،  اين مطلب  نشوند. اگر    ليكند، تشكيم

  ،يمنف  علامت  اب  GUP  كميت  انتخاببا    شده است كه  شنهاديپ]  ٢٧در مرجع [  .تفاوت دارد  هانيدر ك 

) نمايش داده شده است، اگر در معادله  ٣كرد. برابر با آنچه كه در شكل (مشكل را حل    ممكن است

به حالت استاندارد يعني  ) علامت كميت را منفي در نظر بگيريم، ملاحظه مي ١٤( شود كه منحني 

  كند. وجود ندارد، شباهت پيدا مي  GUPوقتي كه 

  

 
 

Fig. 2 Radius versus mass plot for a white dwarf with GUP correction. Initially, the 
size of the white dwarf decreases with increasing mass, then it recovers and can 
grow to an unlimited size. (The axes of the plots are in terms of the solar radius 

𝑅⨀ = 6.960 × 10଼𝑚 and the solar mass   𝑀⨀ = 1.98892 × 10ଷ𝑘𝑔.) 
  شيبا افزا د ي. در ابتدا، اندازه كوتوله سفGUP حي با تصح د يكوتوله سف كي  يبرا جرمبر حسب شعاع  نمودار ٢ شكل 

نمودار ها برحسب  واحد محورهاي( رشد كند. ي به اندازه نامحدود توانديو م  گردديبرم سپس ابد،ييجرم كاهش م

⨀𝑅شعاع خورشيدي    = 6.960 × 10଼𝑚 و جرم خورشيدي  𝑀⨀ = 1.98892 × 10ଷ𝑘𝑔   باشند.) مي 
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Fig. 3 Radius versus mass plot of a white dwarf incorporating the Generalized 
Uncertainty Principle (GUP) correction with a negative parameter. (The axes of the 

plots are in terms of the solar radius 𝑅⨀ = 6.960 × 10଼𝑚 and the solar mass   𝑀⨀ =
1.98892 × 10ଷ𝑘𝑔.) 

با  ) GUP( افتهيميتعم تي قطعبا گنجاندن اصلاح اصل عدم د يكوتوله سف  كي جرمبر حسب شعاع  نمودار ٣ شكل 

⨀𝑅نمودارها برحسب شعاع خورشيدي    واحد محورهاي(كميت منفي.  = 6.960 × 10଼𝑚  و جرم خورشيدي 

 𝑀⨀ = 1.98892 × 10ଷ𝑘𝑔 باشند.) مي 

 
 ت يقطعاصل عدم  در حالت شده  جاد يار ادمونبا  سه يرا در مقا يجزئ رييتغ ك يتنها ) ٣(  نمودار شكل

كند و  ي م  جاديا  جرم بيشينهرا در    يحد  ،. نمودار آخردهدينشان م))  ١(شكل(  يمعمول  زنبرگيها

در بخش بعدي به معرفي راه    كند.يم  ي ريجلوگ  نهيشيجرم ب   نيفراتر از ا  ديسف  يهااز وجود كوتوله 

يافته، جهت رفع مشكل قطعيت تعميمحل جديد كه مبتني بر استفاده از نوع جديدتري از اصل عدم 

  ايم. هاي رصدي و نظريه است، پرداخته تضاد بين داده 

 
 فيدسي هااندازه كوتوله بيشينه و  طول .٤

طول بر اساس افق    بيشينهكه در آن    ،ميكنياستفاده م  بيشينه  با وجود طول  EUP، از  اين بخشدر  

است كه    زنبرگ يها  ت ياز اصل عدم قطع  تعميمي  EUP  به عبارتي  .شوديم  مشخص   ي هانيذرات ك 

  ،يهانيطول از افق ذرات ك   بيشينهداده است. با استخراج    يرا در خود جا  ياثرات گرانش كوانتوم

عنوان    اسيمق  نيبزرگتر به  را  اساس  كيفاصله ممكن در جهان  نظر    يحد  در محاسبات خود در 

  ي هانيك   يهااس يرا در مق  يگرانش كوانتوم  م يمفاه  ،دهد تايبه ما اجازه م  كرديرو  ني. اميريگيم
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و    ميكن  يبررس رفتار ذرات  در زمسامانه و  را  (  .ميكل جهان درك كن  نه يها  معادله  به  توجه  )  ٤با 

  را به صورت زير بدست آورد: ο𝑝توان  مي

)١٧                                                                             (                           ,  ο𝑝 ≃
ℏ

ଶ ο௫
(1 + 𝛼 ο𝑥ଶ)  

  اگر اين عبارت را در معادله مربوط به انرژي كل قرار دهيم آنگاه داريم:

)١٨              (                                               𝐸 =
ேοమ

ଶ
≃

ே

ଶ

ℏమ

ସ ο௫మ
(1 + 𝛼 ο𝑥ଶ)ଶ    

  داريم: 𝛼با در نظر گرفتن جملات تا مرتبه اول  

)١٩                                         (                                   𝐸 ≃
ே

ଶ

ℏమ

ସ ο௫మ
(1 + 2𝛼 ο𝑥ଶ)  ,   

𝑛توان مانند قبل با استفاده از روابط  مي =
ே


=

ெ


ο𝑥و     ≃ 𝑛ି

భ

య = (


ே
)

భ

య     معادله بالا را به

  شكل زير بازنويسي كرد:

)٢٠(                                         𝐸 ≃
ே

଼

ℏమ


ష

మ
య

ቀ1 + 2𝛼𝑛ି
మ

యቁ =
ேℏమ

଼
ቀ𝑛

మ

య + 2𝛼ቁ =

ேℏమ

଼
ቀ𝑀

మ

య𝑚

మ

య𝑅ିଶቁ +
ேℏమ

଼
(2𝛼)   ,    

  برابر است با:  𝐸در نتيجه  

)٢١                                                                                 (.  𝐸 ≃
ℏమ

଼

ఴ
యோమ

 𝑀
ఱ

య +
ఈℏమ

ସ
మ

𝑀  

ห𝐸หبا اعمال شرط تعادل گرانشي    ∼
ீ ெమ

ோ
= 𝐸    بين شعاع و پس از انجام محاسبات، رابطه 

  آيد:جرم به صورت زير بدست مي 

)٢٢                                                        (ቀ
ℏమ

ସ
మ
ቁ 𝛼𝑀ିଵ𝑅ଶ − 𝐺𝑅 +

ℏమ

଼

ఴ
య

𝑀ି
భ

య ≃ 0       

𝐺در صورتي كه   = ℏ = 𝑐 = 𝑚و 1 =   باشند، آنگاه:                1

)٢٣                                                                             (,   ቀ
ఈெషభ

ସ
ቁ 𝑅ଶ − 𝑅 +

ଵ

଼
𝑀ି

భ

య ≃ 0  

  نشان داده شده است.  ) ٤(  شكلنمودار شعاع و جرم براي ستاره در اين حالت در 
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Fig. 4 Radius versus mass diagram of a white dwarf with EUP correction. (The axes 
of the plots are in terms of the solar radius 𝑅⨀ = 6.960 × 10଼𝑚 and the solar mass   

𝑀⨀ = 1.98892 × 10ଷ𝑘𝑔.) 
نمودارها برحسب شعاع   محورهاي واحد (. EUP حي با تصح د يكوتوله سف  كي جرم بر حسب شعاع  نمودار ٤ شكل 

⨀𝑅خورشيدي    = 6.960 × 10଼𝑚  و جرم خورشيدي  𝑀⨀ = 1.98892 × 10ଷ𝑘𝑔   باشند.)مي 

  

يابد.  كاهش مي  هاجرم آن  شيبا افزا  ديسف  يهاشعاع كوتوله شود،  همانطور كه در شكل ديده مي

اخترف  افتهي  نيا مشاهدات  در  آنچه  م  يكيزيبا  آوردن  است  سازگار   ،شوديمشاهده  بدست  براي   .

همچنين   و  آمده  بدست  نتيجه  از  بهتري  بر    يكوانتوم  كي مكان  ريتأث  يچگونگدرك  گرانش  و 

ي  تبهگني  فشارلازم است،    گريكدي كه   شوديم  جاديا  يزمان(  يكوانتوم  كياثر مكان  كبه عنوان 

)  كنند  يرويپ  يچنان متراكم شوند كه از اصل طرد پائول  د،يسف  يهاها دركوتوله مانند الكترون   يذرات

بررسي قرار گيرد (.  مورد  به شكل  به  ٥باتوجه  با چگالي  تبهگني  )، در حالت معمولي رابطه فشار 

𝑝~𝜌صورت  
ఱ

య  ] باشد  گرفتن  ٢٩مي  نظر  در  با  اما   ،[EUP    مشاهده مربوطه،  محاسبات  انجام  و 

𝑝~(1 شود كه رابطه بين اين دو به مي + 𝛼)𝜌
ఱ

య  .تغيير يافته است  
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Fig. 5 Pressure p versus density ρ for a white dwarf (red diagram for the standard 

state and green (dashed line) considering EUP). 
براي كوتوله سفيد (نمودارقرمز حالت استاندارد و سبز (خط تيره) با در   𝜌بر حسب چگالي 𝑝فشار   نمودار ٥ شكل 

 ). EUPنظر گرفتن 

 
چگال  سامانه  كيدر   سف  كي  چونبالا،    يبا  نزد  د،ي كوتوله  صورت  به  هم    كيذرات   فشردهبه 

  ي كه برا  يگرانش  يرويفشار با ن   نيشود. ايم  ييبالا  يبهگنتمنجر به فشار  رخداد    اين  كه   ،شونديم

شود،  ) مشاهده مي٥( شكلخواهد كرد. همانطور كه در مقابله  ،كند يستاره تلاش م شتريب يفروپاش

  .ابديي م شيافزا مدلدو  نيب ياختلاف فشار تبهگن ،يچگال شيبا افزا

  

 گيرينتيجه .٥

  ينهفته است كه وقت  حقيقت  ن يدر ا  تبهگنيو فشار    دي سف  يهاحد چاندراسخار، كوتوله  نيب   رابطه

سف  كي نزدحد  به    د يكوتوله    ي روين  بر   تواند ينم  گريد  تبهگنيفشار    شود،يم  كيچاندراسخار 

  ي تيحد چاندراسخار، محدود  ،رواز اين شود.  مي  د يكوتوله سف  يمنجر به فروپاش   كه  غلبه كند   يگرانش

سف  كيكه  ي  جرم  بيشينه   يبرا  ياساس باشد.  تواند يم  د يكوتوله  يافته   داشته  مقاله،  اين  هاي  در 

اينكه  پژوهش  بر  مبني  پيشين  مثبت، وجود كوتوله    GUPهاي  اندازه  با يك كميت  با  هاي سفيد 

ي عجيبي  به بياني ديگر، پديده  كنند، مرور شد.بيني مينامحدود كه خلاف مشاهدات است را پيش 

مي  مورد رخ  اين  در  شعاع  كه  كه  است،  اين  آن كوتوله دهد  افزايش جرم  با  سفيد  نظر  هاي  به  ها 

دهد كه فروپاشي گرانشي به يك سياهچاله ممكن  اين پديده نشان مي يابند.رسد كه جهش ميمي
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داراي     GUPها، راه حل پيشنهاد شده اين است كه كميتاست رخ ندهد. براي رفع اين ناسازگاري

با در نظر    EUPيك مقدار منفي باشد. اما راه حل جديد ارائه شده در اين مقاله مبتني بر استفاده از  

هاي رصدي  ي با داده خوبباشد. نتايج بدست آمده در اين حالت سازگاري  گرفتن طول بيشينه مي

يافته در حضور طول بيشينه، ملاحظه  قطعيت تعميماختر فيزيكي داشت. با در نظر گرفتن اصل عدم 

يابد كه اين در سازگاري با مشاهدات  شود كه با افزايش جرم كوتوله سفيد شعاع آن كاهش ميمي

ميمي مشاهده  همچنين  سفيد،  باشد.  كوتوله  در يك  افزايش چگالي  با  كه  نيز  گنبهت فشار  شود  ي 

مانع   تا  يافته  پژوهش گرانشي  فروپاشافزايش  شود.  تغ  ي ديجد  هاي ي  مورد    كميتعلامت    ر ييدر 

GUP  وEUP يشناسهان يكه با در نظر گرفتن نقش ثابت ك  صورتيبه   است، ارائه شده  به تازگي  

ثابت    نكه يشده است. با توجه به ا  تررشيعلامت قابل پذ  ر ييظاهرا موضوع تغ  ، تيدر اصل عدم قطع

  ز ين  يو هندس  يكيزياز لجاظ ف  وعموض  نيا  رد،يپذيو مثبت را م  يهر دوعلامت منف  يشناسهانيك 

  ]. ٣٣-٣٠[ باشديم يمهم  ي امدهايپ ي معنادار بوده و دارا

  

  تقدير و تشكر .۶
 شده است. يبانيپشت واحد كرمانشاه  ،يتوسط دانشگاه آزاد اسلام  مقاله  نيا
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