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Abstract 
In this paper, the behavior of the double pendulums has been studied by 
considering the effect of initial conditions (angular displacement of the 
outer pendulum for four cases 12, 30, 90, and 150 degrees) and the 
influence of system geometry (increasing rod length and mass of the 
second pendulum), also. After extracting motion equations using the 
Lagrangian method, in order to deal with the frequency spectrum, traces of 
bobs, and understanding the system behavior for every case, the Fast 
Fourier Transform (FFT) technique and Poincare sections have been 
applied. The obtained results show that the consequence of the rising 
angular displacement the outer pendulum is to increase the energy level of 
the system and the change of its behavior from quasi-periodic for angular 
displacement is less than 90 degrees to chaotic when it is 150 degrees. 
Therefore, the energy level, in this case, has increased more than twice 
compared to the first. In addition, it seems a quasi-periodic behavior is 
forming at the heart of chaotic behavior. On the other hand, the results 
indicate a very significant effect of geometrics on a system's 
behavior. According to the calculations, the consequence of increasing the 
length of the rod of the second pendulum has only led to a different 
behavior from its similar case (case number 3) completely. however, their 
energy level is the same. Increasing the mass of the outer by twice not only 
to lead decrease energy level of the system by 330J but also has shown 
chaotic behavior (in comparison to the case3).  
Keywords: Computer Simulation, Fourier Transform, Double Pendulum, 
Poincaré Surfaces, Chaos. 
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  ١دوگانه بررسي طيف بسامدي و سطوح پوانكاره در آونگ  
  ٦و سيداميد سبحاني  ٥، مهيار دبيقيان٤* ، حامد حيدري ٣الكلامي، بهروز ملك٢عبدالجبار شكري 

 
  ١٤٠١/ ٠٨/٠٧تاريخ دريافت: 

  ٠٣/١١/١٤٠١تاريخ بازنگري: 

  ٢٩/١١/١٤٠١تاريخ پذيرش: 

  

 
 چكيده: 

انحراف آونگ   هاي دوگانه با در نظر گرفتن تغيير در شرايط اوليه (يعني افزايش زاويهدر اين مقاله، رفتار آونگ

ها (افزايش طول  ي آونگدرجه) و همچنين بررسي اثر هندسه١٥٠و    ٩٠،  ٣٠،  ١٢بيروني براي چهار حالت متفاوت  

بيروني) مطالعه شده است. بعد از استخراج معادلات حركت آونگ ها، با استفاده از نگرش  بازو و جرم آونگ 

ها در  چنين مشخص كردن رفتار آنها و همركت آونگبررسي تعيين طيف بسامدي، مسير ح منظوربه لاگرانژي،  

دهد  نشان مي   آمده  بدستهاي تبديل سريع فوريه و سطوح پوانكاره استفاده شده است. نتايج  ، از روشهر حالت

زاويه افزايش  رفتار  كه  تغيير  آن،  پيامد  كه  شده  سامانه  انرژي  افزايش سطح  به  منجر  بيروني  آونگ  انحراف  ي 

ياي بيشتر  زوا درجه به رفتار آشوبناك براي    ٩٠هاي كمتر از  اي براي زاويهدورهاي و شبهحالت دورهها از  آونگ

اي بيشتر از دو برابر كه در حالت آشوبناك مقدار سطح انرژي نسبت به حالت دورهتي ورصبه درجه است.    ٩٠از  

به    در درونيافته است. افزون بر اين،  يش افزا  باگذشت اي  دوره رسد كه يك رفتار شبهي نظر مرفتار آشوبناك، 

گيري است. از طرف ديگر نتايج محاسبات از تأثير بسيار چشمگير ساختار هندسي سامانه بر  زمان در حال شكل

به  شدهانجام محاسبات    بر اساسها حكايت دارد.  رفتار آونگ افزايش طول بازوي آونگ دوم تنها منجر  ، پيامد 

يكسان است.   باهم  هاآن (حالت سوم) گرديده، اگرچه سطح انرژي    مشابهشوت با مورد ايجاد رفتاري كاملاً متفا

ژول كاهش داده، بلكه   ٣٣٠ي تقريبي اندازه به سطح انرژي سيستم را   تنهانه اما افزايش جرم آونگ دوم به دو برابر 

  رفتار آشوبناكي (نسبت به حالت سوم) نيز از خود نشان داده است. 
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  مقدمه  .١
هاي مكانيك كلاسيك و مهندسي ارتعاشات در كانون  يكي از موضوعات مهم كه همواره در كتاب

كاربرد توان به  آموزشي، مي  ]. دليل اين امر را افذون بر جنبه ٥-١توجهات قرار داشته، آونگ است [ 

نمونه، براي بررسي ميزان مقاومت فلزات   عنوانبه هاي مهندسي عنوان كرد.  گسترده آن در حوزه 

نمونه  توان از آزمون ضربهمي يا در يك  اسم برد.  تنظيم سرعت  شارپي  براي  ي ديگر، جيمزوات 

يان انواع  ]. از م٦هاي معلق استفاده كرده است [هايي موسوم به آونگماشين بخار خودش از آونگ

اي دارند. اين نوع آونگ متشكل از دو جرم (بيشتر  هاي دوگانه جايگاه ويژه مختلف آونگ، آونگ

و سر ديگر    شده ثابت آن به يك نقطه    كسرباشد. بازوي اول كه ي) بوده و داراي دو بازو مياندازه هم

ز راه بازوي دوم به  شود متصل است. جرم دوم كه اآن به جرم اول كه به آن آونگ دروني گفته مي

  . ١آونگ دروني متصل شده است، آونگ بيروني نام دارد، شكل

  رون يازااي دارد ي رفتار پيچيده كلت ورصبه  آونگ دوگانه مثالي از يك سامانه ديناميكي است كه

تعدادي   پژوهشگران  توجهقابلتوسط  از  است.    مطالعه  مورد ي  دليل    عنوان به قرارگرفته  به  نمونه، 

] متوجه شدند كه اگر سرعت ٧زياد رفتار آونگ دوگانه به شرايط اوليه، مايتاي و همكاران [  وابستگي

افتاده و دوباره اين روند  اي به آشوبناك اتفاق  دوره چرخش آونگ افزايش يابد، گذار از رفتار شبه

مي آن برعكس  براين،  افزون  آمدن  شود.  وجود  به  سبب  افزايش سرعت چرخش  كه  دريافتند  ها 

نوسانات شبههاي جديد تعادل ميالتح از مواردي است كه در  ايي وجود  دوره شود كه متفاوت 

] و همكاران  است. روي  انرژي٨داشته  در  آونگ دوگانه  رفتار  بررسي  به  در  ]،  با  پايين  نظر  هايي 

  -ليندشدتهاي تحليلي توازن هماهنگ و  ها با استفاده از روششرايط اوليه، پرداختند. آن   گرفتن

ها نشان دادند كه  اهميت شرايط اوليه در ديناميك آونگ دوگانه را آشكار كردند. آن  ١پوانكاره 

ي كه  ا افزايش دامنه منجر به وابستگي بسامد به دامنه خواهد شد كه براي دو مدُ متفاوت است. نكته

كه در پيكربندي ناهمفاز    ستز ا در اينجا بايد به آن اشاره شود استفاده از دو پيكربندي همفاز و ناهمفا

با افزايش دامنه در    كهتيورصبه ميزان وابستگي بسامد مُد به شرايط اوليه نسبت به همفاز بيشتر است،  

بسامد  ناهمفاز شاهد  بسامدحالت  اين  هستيم.  رفتار آشوبناك  هاي كوچك  از  نشان  هاي كوچك 

و    دارد. تحليل عددي آشوب در٩[  اُكادا اِستاچوياك  به  آن  ]  پرداختند.  با  يك آونگ دوگانه  ها 

  ٢ي لياپونوف سطوح پوانكاره، نمودار چند شاخه و نمايانگرهاي مشخصه  ؛ازجملهاستفاده از سه ابزار  

متوجه شدند در مقادير انرژي پايين    هاآن اند.  در پي يافتن رفتار آشوبناك در آونگ دوگانه بوده 

 
1 Lindstedt–Poincare 
2 Lyapunov characteristic exponents 
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دوره  و  منظم  رفتار  دايك  وجود  آونگ  از  از دوره اي  گذار  انرژي  افزايش سطح  با  كه  به  رد  اي 

انرژي رفتار آشوبناك آونگ را    تي درنهااي مشاهده شد و  دوره شبه بيشتر سطح    به دنبالافزايش 

هايي وجود داشت، رفتار داشته است. همچنين با استفاده از ابزار نمودار چند شاخه كه در آن پنجره 

] به بررسي ١٠آشوبناك سامانه را به تصوير كشيدند. در يك پژوهش ديگر اسپيندولا و همكاران [

پرداختند.  بودند،    ريمتغهاي دروني و بيروني داراي جرم  هر يك از آونگ  كهيدرحالآونگ دوگانه  

هاي در حال نوسان، منجر به رفتار  بودن جرم هريك از آونگ  ري متغها نشان داد  نتايج محاسبات آن 

] در يك طرح پژوهشي اثر لولاي متحرك بر رفتار  ١١گردد. رضوي و قادري [ويژه در سامانه مي

بعي ويژه بوده و  اند. حركت اين لولاي متحرك تحت تاو بررسي قرار داده   مطالعه   موردها را  آونگ

ها رفتار آشوبناك  ها حاكي از آن است كه با افزايش بسامد حركت لولا، آونگنتايج محاسبات آن

. كاربرد  ستينمحدود    هاآن ي رفتار  هاي دوگانه تنها به مطالعهاما بررسي آونگ؛  از خود نشان دادند

ي از مهندسين  املاحظهقابلتعداد ها، همواره توجه ها و جرثقيلروبات  در ساختارها اين نوع آونگ

به آونگ    هي شبكه رفتاري    ١هاي تحريك ناقصرا به خود جذب كرده است. براي مثال در جرثقيل

ي سازه ياز شب] با استفاده  ١٢. سان و همكاران [استدوگانه دارند، هدايت سامانه يك چالش جدي  

واگن،   ترعيسري انرژي پي بردند كه امكان حركت  ي نگرش بهينهريكارگبه اي و آزمايشگاه و  رايانه

همكاران ي ديگر، كيومرثي و  خوردن و كاهش مصرف انرژي وجود دارد. يا در يك نمونه   وتابچيپ

ي دو  سازي رياضي به بررسي يك بازوي منعطف رباتي در قالب يك سامانه] با استفاده از مدل١٣[

در حضور    كهي درحالنبود اتلاف، رفتار سامانه نوساني بوده  ها دريافتند كه در  اند. آن جرمي پرداخته

  كند. ي مكانيكي رفتار سيستم به سمت پايداري ميل ميهاكننده  رايم

اي، در دو حالت مختلف مطالعه و  سازي رايانهدر اين مقاله، رفتار آونگ دوگانه با استفاده از شبيه

اول تأثير شرايط   بر رفتار آونگبررسي شده است. در حالت  قرار    مطالعه  مورد هاي دوگانه  اوليه 

ي و سطوح پوانكاره براي چهار  بعد  سه ، فضاي فاز    ٢؛ تبديل فوريه سريعكار  ن يابراي    گرفت كه

ها مطالعه  ي آونگي انحرافي مختلف نسبت به خط قائم بررسي شد. در حالت دوم تأثير هندسه زاويه

ها، طول بازوي دوم را تا دو برابر افزايش داده جرم   داشتننگه در يك مورد با ثابت    كهتيورصبه شد،  

يكسان    دهنده اتصال طول بازوهاي    كهيدرحالو در مورد ديگر جرم آونگ بيروني را دو برابر كرده  

 
1 Underactuated 
2 Fast Fourier Transform   
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 ٢و ميپل   ١افزارهاي كامسول مولتي فيزيكمحاسبات و استخراج نتايج از نرم  اند. براي انجامفرض شده 

 است.  شده  استفاده 

  

  ي رياضي بندفرمول .٢
  معالات حاكم بر سامانه  ١.٢

سازي رفتار آونگ دوگانه، لازم است معادلات حاكم بر آن استخراج شود. اين معادلات  براي شبيه

مقالات    صورتبه  و  دانشگاهي  متون  از  بسياري  در  اگرچه   قرارگرفتهي  موردبررسگسترده    است. 

توان از رهيافت مكانيك نيوتوني به اين معادلات رسيد، اما در اينجا از ديناميك لاگرانژي، براي  مي

شامل يك   ،١شكل  است. آونگ دوگانه،   شده استفاده معادلات حركت يك سامانه آونگ دوگانه  

و در انتهاي    شده ثابت به يك نقطه    1l  به طول  كه توسط بازويي  (آونگ دروني)   1mآونگ به جرم 

  متصل شده است.  2lطول و به بازوي به   (آونگ بيروني)  2mديگر آن آونگ ديگري به جرم  

 
  نمايي هندسي از يك آونگ دوگانه.  ١شكل 

 
شود استفاده  زير بيان مي  صورت  بهتوان از ديناميك لاگرانژي كه  مي  ذره كبراي شرح حركت ي

  ]: ١٥و١٤كرد [

( , ) ( )L T V T q q V q          
)١(                                                                                                                                  

 
1 Comsol Multiphysics 
2 Maple 
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)كه در آن    , )T q q


)  انرژي جنبشي و   )V q    لازم به يادآوري  استانرژي پتانسيل كل سامانه .

)است كه در اينجا   )V q    افتهيميتعمتنها تابعي از مختصات  q  براي استخراج معادلات حركت است .

  : ]١٦،  ١است [ شده  استفاده زير  از رابطه 

0
K K

d L L

dt q q

  
    

)٢                                                                                                                             (                               
چهار مورد (يعني   افتهيميتعمكه مشخص است تعداد مختصات    طورهمان براي مورد آونگ دوگانه،  

1 2 1 2, , ,    
به ترتيب ميزان انحراف آونگ دروني و بيروني از    θଶو    θଵ  كهتيورصبه .  است)  

قائم   2و    rad  برحسب راستاي  و1  
زاويه   با محاسبه) ميrad/sاي (سرعت  هاي  ي كميتباشد. 

  ) داريم:١( در معادله ها انرژي جنبشي و پتانسيل و جاگذاري آن

)٣         (

 
 

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 1 1 2 2

1 1
2 cos( )

2 2
cos cos cos

L T V m l m l l l l

m l g m g l l

     

  

      

  

    

  

  دست آورد: حركت حاكم بر سامانه را به  معادلات توان يم) ٢( با استفاده از معادله 

                                                𝑚١براي

  

22 2
1 1 2 2 1 2 2 1

1 1 1 2

sin cos( ) sin( )
l mg

l l m m
              
  
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ي موارد ساده، بسيار مشكل  استثنابه ها  ي بوده بنابراين حل تحليلي آنرخطيغمعادلات بالا    كهچون

مفيد خواهد بود. براي حالت    هاي عدديبراي حل چنين معادلاتي استفاده از روش  جه يدرنت  است

) 𝑙ଵويژه  = 𝑙ଶ = 𝑙   و𝑚ଵ = 𝑚ଶ = 𝑚جابجايي و   () كوچك  بسيار  1هاي  1sin  ،

2 2sin ،2 1 2 1sin( ) ( )     2و 1cos( ) 1  (  به بالا  صورت زير   معادلات 

 ساده خواهند شد: 
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1صورت  كه جواب معادلات بهبا فرض اين 1
i tc e      2و 2

i tc e    1ضرايب ثابت   (وc   2وc  (

  2cو   1c) و تشكيل دترمينان ضرايب ٧) و (٦(  ها در معادلاتتعريف شود و با جايگذاري اين جواب

  داريم: 

)٨  (                                                                                        

2
4 24 2 0

g g

l l
          
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  صورت زير خواهد بود:  هاي بهنجار شده بهبا حل اين معادله بسامد

)٩           (                                            

1 2 1 2
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g g

l l
          

     

  . ]١٦-١٨شود [مد نامتقارن ناميده مي 2و   اي مُد متقارنبسامد زاويه 1كه در آن،  

  

  شرايط محاسبه ٢.٢ 
ي  ) و بستهFEMي اول از روش عناصر متناهي ()، در مرحله٥) و ( ٤براي حل معادلات حركت (

آوردن    آمده بدست ها و همچنين  ترسيم مسير حركت آونگافزاري كامسول مولتي فيزيك براي  نرم

افزار كامسول به اين صورت  ]. روش كار نرم ١٩است [  شده   استفاده (طيف بسامدي)    هاآن بسامدهاي  

پارامترهاي   و  هندسه  تعريف  از  بعد  كه  تعريف موردنظراست  كاربر  توسط  اوليه  مرزي  شرايط   ،

مرحلهمي در  نرمگردد.  بعد  هندسه  ي  ناحيه  موردنظرافزار  به  تقسيم  را  عنصر  نام  به  هاي كوچكي 

يكي از اين عناصر    هركدام. در ادامه با تعداد بسيار زيادي معادله سروكار داريم كه  ٢كند، شكل  مي

، تشكيل  رديگيبرمرا در    موردنظري  اي بسيار بزرگ كه كل هندسهكند، مجموعهسازي ميرا مدل

. كامسول مولتي فيزيك ]٢١،٢٠است [پذير  اي با كمك ماتريس امكانعادلهگردد. حل چنين ممي

گر  كند. در اين مقاله، از حلي مختلفي، بسته به نوع مسئله و انتخاب كاربر استفاده ميگرهاحلاز  
1MUMPS  گر است. لازم به يادآوري است كه اين حل شده استفاده  موردنظربراي حل معادلات

 
1 Multi-frontal Massively Parallel Sparse direct Solver 
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مي استفاده  معادلات  از  هريك  حل  براي  نيوتون  روش  [از  حالت ٢٢كند  از  يك  هر  يك  ].  هاي 

گويند.  شود كه به آن فضاي فاز ميي يكتا در فضا نشان داده ميي ديناميكي در قالب يك نقطهسامانه

تعداد    جه يدرنتگردد،  مان يك مسير ايجاد ميديگر در طول ز  با حركت از يك نقطه به يك نقطه

منظور كاستن  كند. بهگردد كه تفسير رفتار كلي سامانه را دشوار ميزيادي مسير در اين فضا ايجاد مي

اين روش، يك صفحه به صورتي    در  .است  شده   استفاده از اين سختي، از روشي به نام سطح پوينكاره  

جا  ريك در مسير عبور كرده از صفحه، يك نقطه از خود بهشود كه هاز فضاي فاز عبور داده مي

(اين صفحه يكتا نيست) [مي پوينكاره از نرم  ].٢٣-٢٥گذارد  براي رسم سطوح  اين مقاله  افزار  در 

آوردن طيف بسامدي    آمده دستبه ]. يادآوري اين نكته ضروري است كه براي  ٢٦ايم [ميپل بهره برده 

]. شرايط اوليه به اين صورت  ٢٧است [  شده   استفاده )  FFTفوريه سريع (ها از روش تبديل  آونگ

ها  ي هريك از آونگو مكان اوليه  شده گرفته ها صفر در نظر  است كه سرعت اوليه براي تمام حالت

  نظر صرف  نيروهاي اتلافي  . لازم به يادآوري است كه ازهست  ريمتغ  شده   محاسبه به حالت    با توجه

  شده است. 

  
  بندي شده. ي شبكهنمايي از هندسه ٢شكل 

  

 نتايج و بحث .٣

شبيه از  آمده  بدست  نتايج  بخش  اين  در  در  دوگانه  آونگ  تحليل  بررس  مورد  گامسهسازي  و  ي 

مطالعه شده، در گام دوم    است. در گام اول تأثير تغيير شرايط اوليه بر رفتار آونگ دوگانه   قرارگرفته
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-در گام آخر با استفاده از سطوح پوانكاره، رفتار آونگ  و   قرارگرفتهي  موردبررسي سامانه  اثر هندسه

  شده است.   ليوتحلهيتجزم قبلي از زاويه ديگر  دوگاها در 

  ز راستاي قائمي انحراف اتغيير زاويه ١.٣
هاي مهم كه نقش كليدي در رفتار آونگ در طول زمان دارد، ميزان انحراف هر يك  يكي از كميت

0tصفر ( ي تعادل در زمان  ها از نقطه از آونگ  است. براي اين منظور چهار مورد را بررسي (

درجه   ١٢ ي رونيبدرجه و آونگ    ٦ ي درونجز مورد اول كه ميزان انحراف زاويه آونگ  به كرده كه 

صفر درجه و ميزان انحراف براي آونگ    مورد بعدي ميزان انحراف آونگ داخلي را   در سه ،  هست

فرض شده است.    درجه  ١٥٠و    ٩٠،  ٣٠رابر با  و چهارم به ترتيب ب  بيروني براي موردهاي دوم، سوم

  . ٣شكل است،  متريليم ٥٠٠برابر با   دهنده اتصالهاي همچنين طول هر يك از ميله

  

  
  

𝑡هاي مختلف در زمان  نمايي از شرايط اوليه در حالت  ٣شكل  = ٠. 

  
ي بسامد حركت است. اين مورد  ي آونگ محاسبههاي مهم در مطالعه: يكي از كميتمورد اول

دارد.   اهميت دوچنداني  دوگانه  آونگ  در    طورهمان براي  آونگ  ١-٢بخش  كه  شد،  هاي  اشاره 

هستند   نامتقارن  و  متقارن  مدهاي  به  موسوم  طبيعي  مد  دو  داراي  دوگانه 

) g l   1 2
2 f/اين رابطه بسامد حالت متقارن برابر با  بر اساس).  2 Hz0 و    54

f/براي مد نامتقارن  Hz1 الگوريتم    شودي مالف ملاحظه  -٤شكل  كه در    طورهمان .  است  31

دهد. در  ي نشان ميخوببه تبديل فوريه سريع وجود اين دو قلهّ مربوط به مدهاي متقارن و نامتقارن را  

اين    كهي حال  دربسامد متقارن، نسبت انحراف آونگ داخلي به آونگ بيروني بيشتر از دو برابر بوده  
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مي يك  از  كمتر  به  نامتقارن  بسامد  براي  ناگريدعبارتبه   رسد.نسبت  بسامد  در  مشاهده    متقارن، 

ه با آونگ بيروني  شود كه ميزان انحراف براي آونگ دروني بسيار كمتر شده و همچنين در مقايسمي

هاي  سازي حركت آونگدر شبيه  توجهجالب هاي  است. يكي از كميت  تركينزدي تعادل  به نقطه

xي دوگانه بررسي مسير حركت آونگ در صفحه y  به    -٤شكل  ،  است با توجه به شكل  ب. 

، تنها بر روي يك مسير  طرف  كي از محدود بودن  ليبه دلدرستي مشخص است كه آونگ دروني 

كند. همچنين مسير حركت آونگ بيروني مشابه با آونگ دروني بر روي يك مسير  مقعر حركت مي

  كماني شكل است.

  

  
  درجه.  ١٢و  ٦  هاي انحرافتبديل فوريه سريع (الف) و مسير حركت (ب) براي آونگ دوگانه با زاويه ٤شكل 

  
آونگ بيروني    كهيدرحال: در اين قسمت، ميزان انحراف براي آونگ دروني صفر بوده  مورد دوم

گردد كه  است. با توجه به وجود دو قلّه، ملاحظه مي  شده   منحرفدرجه از محور قائم    ٣٠ي  اندازه   به

مقدار بسامد مد نامتقارن نسبت    ) برابر بوده اما٩ي (از رابطه  شده محاسبهبا مقدار    مقادير بسامد متقارن

توان پي برد كه نسبت انحراف  با نگاهي به نمودار مي  الف.-٥است، شكل    افتهيكاهش به مورد اول  

  نامتقارناين مقدار براي مد    كهيدرحالآونگ دروني به بيروني در مد متقارن كمابيش دو برابر بوده،  

برابر   بيشتر از دو  ب مسير حركت هر دو آونگ بيروني و دروني    -٥است. در شكل    افتهيرييتغبه 

با نگاهي دقيق به آن به درستي مشخص است كه نوسانگر بيروني در حال حركت   است. شده ميترس
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حركت رفت يا برگشت   درباشد. در حقيقت، آونگ بيروني بر روي يك مسير كمابيش پيچيده مي

ما مسير حركت آونگ دروني  ا؛  بر روي يك مسير در همسايگي مسير قبلي حركت خواهد كرد

زاويه با  با مورد آونگ دروني  مقايسه  در  ولي  بوده  به يك كمان  اول) محدود  با مورد  ي  (مشابه 

  درجه طول بيشتري دارد. ٦انحراف 

  

  
  درجه.  ٣٠تبديل فوريه سريع (الف) و مسير حركت (ب) براي آونگ دوگانه با زاويه انحراف  ٥شكل 

  
سوم بوده  مورد  انحراف  بدون  دروني  آونگ  محاسبات،  از  قسمت  اين  در  دوم  مورد  همانند   :

الف  -  ٦كه شكل    طورهمانسازد.  درجه با محور عمود مي   ٩٠ي  آونگ بيروني زاويه  كهيدرحال

است.    شده   استخراج دهد بسامدهاي متقارن و نامتقارن با استفاده از روش تبديل فوريه سريع  نشان مي

 كه ي درحالدهد كه تفاوت فراواني با موارد قبلي وجود دارد.  نشان مي  وضوحبه   شده ميترسنمودار  

ن مد هر  ، اما در ايميدار رادر مد متقارن انتظار انحراف بيشتر آونگ دروني نسبت به آونگ بيروني 

اندازه جابجا شده  به يك  به  گريدبياني    به اند.  دو آونگ  آونگ دروني  انحراف  نسبت  اينجا  در   ،

مربوط    سازياز راه شبيه  آمده دستبه ي بعدي به مقدار مد نامتقارن  بيروني برابر با يك است. نكته

اندازه   طورهماناست.   به  كه مشخص است،  است.   كرده   دايپكاهش    ١مقدار  ي بسامد در اين مد 

دهد مدهاي ديگر نيز وجود دارد.  هاي كوچك هستيم كه نشان ميشاهد تعدادي قلّه   افزون بر اين،

اي به حالت آشوب است.  دوره اي يا شبههايي از گذار از حالت دوره هاي ريزي نشانه وجود چنين قلّه

 قرارگرفته ي  موردبررس  هاآونگب مسير حركت  -٦بر اساس روال پيموده شده تا اينجا، در شكل  

مي نشان  نتايج  بيرونياست.  آونگ  كه  طولاني  دهد  همچنين  مسيرهاي  است.  كرده  طي  را  تري 
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آونگ دروني محدود به حركت بر    همچناناست، اگرچه    افتهيشيافزاي بين مسيرهاي مجاور  فاصله

  روي يك مسير كماني شكل است. 

  
 درجه.  ٩٠مسير حركت (ب) براي آونگ دوگانه با زاويه انحراف  تبديل فوريه سريع (الف) و  ٦شكل 

  
همانند موارد دوم و سوم، در اين مورد آونگ دروني بدون انحراف بوده و ميزان  مورد چهارم:  

اي كه بايد به آن اشاره كرد  است. اولين نكته  افتهي  شيافزا  درجه  ١٥٠بيروني به  انحراف براي آونگ  

براي    آمده دستبه الف، بسامد  -٧اين است كه در محاسبه طيف بسامدي براي اين مورد، در شكل  

شاهد جابجايي    آمده دستبه مد متقارن با مقدار تحليلي كمابيش برابر است. همچنين با توجه به نتايج  

بسامد نامتقارن به سمت چپ هستيم. در حقيقت، اينجا افزايش ميزان انحراف آونگ بيروني منجر به  

كه    درجه  ٩٠از    هاي انحرافي كمترزاويه  برخلاف از طرف ديگر،    كاهش بسامد متقارن شده است.

در آن نسبت انحراف آونگ دروني در مد متقارن بيشتر از انحراف آونگ بيروني بود، اينجا در هر  

دو مد، ميزان انحراف آونگ دروني از راستاي قائم كمتر از آونگ بيروني است. همچنين تعداد  

قبلي  قلّه به موارد  بيروني نسبت  رفتار آشوبناك سامانه  ي  است كه نشانه  افتهيش يافزاها در آونگ 

با ترسيم مسير حركت آونگ كاملاً متفاوت از موارد    آمده دستبه ب، الگوي  -٧ها، شكل  است. 

قبلي بوده، اگرچه آونگ دروني بر روي يك مسير با تقعر بيشتر در حال حركت است، خط تقارن 

شاره شود در تمامي اين مسير نسبت به موارد قبلي جابجا شده است. ضروري است كه به اين نكته ا

  t=0، عليرغم نبود نيروهاي اتلافي، ميزان جابجايي آونگ بيروني نسبت به زمان  شده يبررسموارد  

با انحراف    عنوانبه همواره كمتر بوده است.   بيشترين ميزان انحراف    ١٥٠نمونه، در آونگ  درجه، 

  . استدرجه  ٥٥، در حدود t>0هاي آونگ بيروني در زمان
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  درجه.  ١٥٠مسير حركت (ب) براي آونگ دوگانه با زاويه انحراف  تبديل فوريه سريع (الف) و  ٧شكل 

  

  بررسي تغيير طول و جرم ٢.٣
هندسه  تأثير  مقاله  از  بخش  بيروني،  اين  آونگ  جرم  و  دوم  بازوي  طول  تغيير  يعني  سامانه،  ي 

برابر آونگ دروني افزايش  شده است. در حالت اول تنها طول بازوي آونگ بيروني تا دو  بررسي

با فرض برابر بودن طول بازوها)  (   داده و در حالت دوم جرم آونگ بيروني به دو برابر آونگ دروني

ي انحراف  مورد سوم)، زاويه(  ي بهتر با يكي از موارد قبليافزايش داده شد. همچنين براي مقايسه

  ر گرفته شده است. درجه در نظ ٩٠آونگ دروني صفر و براي آونگ بيروني مقدار 

 شيافزاطول (ب)، مسير حركت براي    ٨شكل  ) و در  FFT(  عيسر(الف)، تبديل فوريه    ٨در شكل  

الف، به درستي مشخص است كه بيشتر از دو مد نوساني  -٨شكل است. با توجه به  شده  ميترسيافته 

است. مقدار    شده   اده استف) براي تشخيص مدهاي متقارن از مدهاي نامتقارن  ٩وجود دارد. از روابط (

/0بسامد متقارن در اين حالت برابر با  43f Hz    ،در مد نامتقارن اين مقدار به   كهي درحالبوده

1/14f Hz  رسد. با توجه به نمودار نسبت انحراف آونگ بيروني به دروني در مد متقارن  مي

.  اندشده  منحرفاز محور قائم   زانيم كيعني در اين حالت هر دو آونگ به ياست؛ در حدود يك 

نامتقارن از رابطه   آمده اگرچه مقدار بسامد بدست  با مقادير روي نمودار اختلاف  ٩ي (در حالت   (

.  استر حالت كلي در اينجا نسبت انحراف آونگ خارجي به داخلي بيشتر از واحد  ي دارد، دجزئ

رسد كه وجود تعداد مدها ديگر حكايت از تغيير رفتار سامانه از  نظر مي  بيان اين نكته ضروري به 

اي به آشوبناك دارد. نكته مهمي كه بايد به آن اشاره كرد اين است كه در حالت  حالت شبه دوره 

هاي با  درجه) و تفاوت ١٥٠ زاويه انحراف ( هايي با مورد چهارمافزايش طول آونگ بيروني شباهت 
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طور كه مشخص است مقدار انحراف در مد  درجه) وجود دارد. همان  ٩٠ مورد سوم (زاويه انحراف

درجه نيز مشاهده    ١٥٠  متقارن براي آونگ دروني كمتر از بيروني بوده كه همين روند در انحراف

گرديد، اما مقدار زاويه انحراف در مد متقارن براي مورد سوم در هر دو آونگ دروني و بيروني به  

يك اندازه بود. اگرچه بيشتر روي مسير حركت آونگ بيروني تأكيد شد، درحقيقت براي مقايسه  

شود،  ب مشاهده مي  -٨طور كه در شكل  بيشتر، بررسي رفتار آونگ دروني هم ضروري است. همان 

يزان تقعر مسير آونگ دروني در مقايسه با مورد سوم بيشتر اما ميزان تقعر آن با مورد چهارم كمتر م

درجه،    ٩٠توان گفت در حالت افزايش طول بازوي دوم در زاويه انحراف  ديگر ميعبارتيباشد. به مي

است؛ سوم  مورد  از  بيشتر  چهارم  مورد  با  آن  مي  شباهت  تغييكه  كه  گرفت  نتيجه  هندسه  توان  ر 

  تواند شرايط نوساني را تغيير دهد، يعني سيستم را به حالت آشوبناك ببرد.پيكربندي مي

  
  .L2=2L1و   درجه ٩٠در حالت صفر و  -ي دوگانه هاآونگمسير حركت  ٨ شكل 

  

ايم، جرم آونگ دروني تا دو برابر افزايش داده   داشتننگه در حالت دوم جرم آونگ بيروني را با ثابت  

دهد كه بسامدهاي مد متقارن (سمت چپ) و  طيف بسامدي براي اين پيكربندي نشان مي.  ٩شكل  

مشهود است. برخلاف    موردنظرهاي  الف در ميان قلّه   -٩شكل  مد نامتقارن (سمت راست) با توجه به  

هاي برابر، در مد متقارن انحراف آونگ دروني نسبت به آونگ بيروني  مدل مشابه (مورد سوم) با جرم

كند. همچنين در اينجا احتمال تغيير رفتار از  بسيار بيشتر بوده كه اين روند در مد نامتقارن تغيير مي

ب مسير  -٩شكل  اي ديگر وجود دارد. در  هي قلهّاي به آشوبناك به دليل مشاهده حالت شبه دوره 

جز افزايش طول مسير آونگ دروني و    به ،  ٩است. با توجه به شكل    شده ميترسها  حركت آونگ

تفاوت   دروني)،  آونگ  (براي  تقارن  خط  نسبي  سوم  ملاحظهقابل جابجايي  مورد  با    مشاهدهي 

  شود.نمي
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  .m2=2m1و   درجه ٩٠در حالت صفر و  -ي دوگانه هاآونگمسير حركت  ٩شكل 

 
  هاي مختلفسطح پوانكاره براي زاويه ٣.٣

هاي قبل بررسي اي كه در بخش، با توجه به شرايط اوليه سامانهدر اين قسمت براي بررسي بهتر رفتار  

اي بسيار مناسبي است. دليل استفاده از اين روش به سادگي شد، از استفاده از سطح پوانكاره گزينه

دهد. در حقيقت،  گردد. سطح پوانكاره ابعاد مسئله اين سامانه را به ابعاد كمتر كاهش ميآن بر مي

1خواهيم فضاي فاز را بررسي كنيم، از بين چهار پارامتر مستقل هنگامي مي 2 1 2, , ,      سه پارامتر

؛  كندرفتار سامانه اضافه ميكنيم كه خود اين بر پيچيدگي تفسير  را براي ترسيم فضاي فاز انتخاب مي 

  اي مناسب باشد. تواند گزينهي به دوبعدي ميبعدسهبنابراين پوانكاره با كاهش فضاي 

  ١٢ي  اندازه به ي و سطح پوانكاره براي انحراف آونگ دوم  بعدسه : بررسي فضاي فاز  مورد اول

در نمودار    آنچهاي همانند  شود، رفتار دوره كه در شكل مشاهده مي  طورهمان.  ١٠شكل  درجه است،  

با  است.  شد، مشخص  ترسيم  جابجايي  به  به    مربوط  بسته  ١٠شكل  توجه  مسير  دو  راست)  (سمت 

با صفحه   شود كه مشاهده مي فاز  بسته از برخورد نمودار فضاي  ايجاد  2q(يعني   𝜃٢اين دو مسير   (

اي در طول زمان است. نقاطي كه در مركز رفتار شبه دوره شود. وجود چنين مسيرهايي نشان از  مي

هريك از اين مسيرها قرار دارند، نقاط تعادل يا پايداري سامانه است كه در اينجا اين نقاط داراي  

  باشند.يك جابجايي نسبي نسبت به همديگر مي
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  (مورد اول). ي (سمت چپ) و سطح پوانكاره براي آونگ دوگانه بعدسهفضاي فاز  ١٠شكل 

  
ي و سطح پوانكاره براي انحراف آونگ بيروني  بعدسه بررسي فضاي فاز    ١١شكل  در    :مورد دوم

است. با توجه به نمودار به درستي مشخص است كه تغيير حالت   افتهياختصاص درجه   ٣٠ي اندازه به 

  جداشده شود، دو ناحيه  كه از شكل مشاهده مي  طورهمان .  استفضاي فاز به دليل تغيير شرايط اوليه  

اند. تغيير اين  در مورد قبلي در اينجا افزون بر تغيير شكل و افزايش مساحت، همديگر را قطع كرده 

، اگرچه هنوز رفتار  استان از تغيير رفتار سامانه به دليل افزايش سطح انرژي  ها) نشنواحي (جزيره 

ي بعدي اينكه در شكل سمت چپ، به هريك از اين خطوط كه  شود. نكتهآشوبناك مشاهده نمي

2ي از صفحه 0q   سامانه در  شود. اين مدارها اطراف نقاط تعادل  گفته مي  ١كرده يك مدار  عبور

  حال طي مسير هستند. 

  

  
  مورد دوم.  –ي (سمت چپ) و سطح پوانكاره (سمت راست) براي آونگ دوگانه بعدسهفضاي فاز  ١١شكل 

  

 
1 Orbit 
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درجه منجر به افزايش سطح انرژي    ٩٠به    ٣٠ي انحراف آونگ دوم از  : افزايش زاويه مورد سوم

 ٢٨٥  اندازه به . تغيير شرايط اوليه در اين حالت افزون بر اينكه سطح انرژي را  ١٢خواهد شد، شكل  

)، همچنين سبب تغييرات زياد در الگوي فضاي فاز خواهد شد. اگرچه  ١ژول افزايش داده (جدول  

در حالت فضاي فاز وجود دارد، اما تغيير چشمگير را    ن مورد و مورد دومهنوز شباهت نسبي بين اي

شود، ناحيه مشترك  مي  كه از شكل ملاحظه  طورهمانتوان توسط سطح پوانكاره مشاهده كرد.  مي

بين دو جزيره تغيير شكل داده و افزون بر آن، اثري كه هر يك از مدارها بعد از عبور از    شكليضيب

اي اشاره دارد.  كه در حقيقت به رفتار شبه دوره است  گذارند، داراي بريدگي  مي  جاه بسطح پوانكاره  

خالي پر شوند    فواصلي كافي به سامانه زمان داده شود تا نوسان كند، احتمال اينكه اين  اندازه به اگر  

  بسيار زياد است. 

 
  درجه.  ٩٠ي صفر و هاانحرافي (سمت چپ) و سطح پوانكاره براي آونگ دوگانه با بعدسهفضاي فاز  ١٢شكل 

. در  ١٣، شكل  هستدرجه    ١٥٠  يي شده براي انحراف، زاويهبررس   مورد: آخرين  مورد چهارم

پوانكاره براي سه زمان مختلف   بهتر رفتار سامانه در طول زمان سطوح  بررسي  براي  ، ٣٦٠٠اينجا 

ي در ساختار فضاي فاز نسبت به  ختگيرهمبه است. با توجه به اينكه    شده ميترسثانيه،    ١٠٨٠٠،  ٧٢٠٠

است،    شده يبررسموارد   قابل مشاهده  درستي  ب نيبش يپبه  آشوبناك  رفتار  افزايش سطح  ي  دليل  ه 

و   ٥/٢حقيقت، مقدار انرژي سامانه در اين حالت به ترتيب در حدود  درانرژي دور از انتظار نيست. 

گردد كه تعداد  ملاحظه مي  آمده دستبه برابر موارد دوم و سوم است. با توجه به سطوح انرژي    ٨/١

هايي دليلي بر گذار  جود چنين نشانه . واندشده پراكنده ي شكل ي دايره زيادي نقطه در سرتاسر ناحيه

  اي به حالت آشوبناك است. دوره از حالت شبه

ي سطح خيلي زياد و پراكنده است و همچنين رفتار سامانه  دررودر مورد چهارم چون تعداد نقاط  

ي متفاوت  زمان  مدت براي استخراج نتايج بهتر، محاسبات براي سه    جه يدرنتي است،  نيبش يپ  رقابليغ
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ثانيه (يك ساعت اول) از نوسان آونگ دوگانه، تعدادي نقاط    ٣٦٠٠است. بعد از گذشت    شده   انجام 

هاي  توان با مشاهده شكل پي برد كه در بعضي از قسمتوجود آمد. ميبه    كنواختيريغپراكنده  

  ها است. اين يعني احتمال عبور دوباره مدارها در مجاورت سطح، تجمع اين نقاط بيش از ساير قسمت

ثانيه دوم، تعداد    ٣٦٠٠هاي با تراكم پايين است. در  هاي بعدي بيشتر از بخش چنين نقاطي در زمان

بالا و پايين محدوده  بيشتر شده است، اگرچه شاهد تشكيل نواحي كوچكي در  نقاط  ي عبور  اين 

حقيقت،  دردهند.  فضاي فاز هستيم. اين نواحي كوچك معروف به جزيره خبر از وجود تشديد مي

]. ٢٩و٢٨د [ن دارهاي كوچك شاهد نقاطي هستيم كه نشان از رفتار آشوبناك  در داخل اين جزيره 

بررسي سامانه بسيار مهمي است،  در  پارامتر  اينجا    مثال  عنوانبه هاي غيرخطي زمان    كهيهنگامدر 

ارن  شوند كه داراي تقها جديد تشكيل ميدهيم جزيره ثانيه افزايش مي  ١٠٨٠٠زمان حركت را به  

دهد افزايش سطح انرژي  طور كه نتايج نشان ميي، همانكلت  ورصبه مركزي نسبت به همديگرند.  

هاي زمان، در درون اين آشوب جزيره   باگذشتاي به آشوب شده كه  دوره سبب گذار از حالت شبه

مي ايجاد  به  كوچكي  ميگردد.  نظر  به  ديگر،  رفتار بياني  يك  درون  در  منظم  رفتار  يك  رسد 

  گيري است!وبناك در حال شكلآش

 
  درجه.  ١٥٠ي (سمت چپ) و سطح پوانكاره براي آونگ دوگانه با زاويه انحراف  بعدسهفضاي فاز  ١٣شكل 

  

  m2=2m1  و جرم L2=2L1بررسي سطح پوانكاره براي طول  ٤.٣
درجه كه در آن طول بازوي آونگ    ٩٠انحراف  فضاي فاز و سطح پوانكاره براي زاويه    ١٤شكل  در  

پوانكاره تفاوت بسيار  لحاظ    از شده، ترسيم شده است.    دو برابر بيروني   تصوير فضاي فاز و سطح 
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، در اينجا دو  ١٤) وجود دارد. با توجه به شكل  ١٤و    ١٢هاي  بين اين دو حالت (شكل  چشمگيري

تند. از طرف ديگر مرزي كه اين  نامتقارن هس  به هم جزيره با مساحت بزرگ وجود دارند كه نسبت  

، يكسان بودن سطح  توجهجالبي  ضخامت يكسان نيستند. نكته   لحاظ   ازدهد  ها را تشكيل ميجزيره 

دو  بودن، انرژي الگوي پوانكاره براي    سطحهم مورد است، اگرچه با وجود  اين    انرژي براي هر دو

كه افزون بر شرايط اوليه، تغيير در ساختار گيريم  از اين رو، نتيجه مي  .١يكسان نيست، جدول    حالت

  ها را تغيير دهد. تواند رفتار آونگهندسي سامانه، مي

  
 

درجه   ٩٠انحراف سمت راست) براي آونگ دوگانه با پوانكاره (ي (سمت چپ) و سطح بعدسهفضاي فاز  ١٤شكل 

 .2L2L=1و 

 
شود،  جرم آونگ دوم دو برابر مي  كه  يحالتالگوهاي فضاي فاز و سطح پوانكاره براي    ١٥شكل  در  

دهد كه اتفاق جديد  به تصوير كشيده شده است. تغيير بسيار زياد در مسير حركت مدارها نشان مي

طور كه در سطح  كه اين رفتار جديد گذار به حالت آشوب است. همان   است   داده رخ در رفتار سامانه  

  صورتبه گذارند،  ي ميجابه كاره از شكل مشخص است، اثري كه هر يك از اين مدارها از خود  پوان

اينجا، وجود تقارن در سطح است، يعني    مشاهده قابلاي مهم  نقاط پراكنده است. نكته   باوجود در 

ي ديگر به كاهش سطح انرژي مربوط است. در  نخورده است. نكته  به هم رفتار آشوبناك، تقارن  

ي افزايش سطح انرژي، رفتار نامنظم را به دنبال دارد اما  لب پيشين به اين نكته اشاره شد كه نتيجه مطا

اينجا   انرژي    وجود   با در  سطح  سوم    ترن ييپاداشتن  (مورد  مشابه  مدل  به  رفتار  ١٢شكل  نسبت   (

كه با تغيير  ي و آشوبناك مشخص است. از اين رو، اشاره به اين نكته ضروري است  نيبشيپرقابليغ

، احتمال تغيير در رفتار سامانه  هاآن هاي متصل به  ها و يا جرمدر پارامترهاي سامانه، چون طول ميله

گردد كه  وجود دارد. افزون بر اين، در مقايسه سطح پوانكاره در اين مدل با مورد سوم ملاحظه مي

رت كلي تغيير شكل داده است.  و به صو  افتهيكاهش ي مشترك بين قسمت بالا و پائين  مساحت ناحيه
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  احاطه توسط نقاط پراكنده    ) وجود دارد كهدرنگيسفي كوچك (نواحي  همچنين تعدادي جزيره 

  . اندشده 

  

 
درجه   ٩٠سمت راست) براي آونگ دوگانه با انحراف پوانكاره (ي (سمت چپ) و سطح بعدسهفضاي فاز  ١٥شكل 

  . m2=2m1و 

  

  هاي مختلف.مشخصات آونگ دوگانه و مقادير سطح انرژي سامانه در حالت ١جدول 

  حالت  

زاويه انحراف آونگ  

  [درجه]
  سطح انرژي مكانيكي   طول بازو و جرم آونگ 

)E[J] (  
  بيروني   دروني  بيروني   دروني

  شرايط اوليه 

  - ٩٩٢ ثابت   ثابت   ١٢  ٦  اول

  - ٩٥٧ ثابت   ثابت   ٣٠  ٠  دوم 

  - ٦٦٧ ثابت   ثابت   ٩٠  ٠  سوم 

  - ٣٧٦ ثابت   ثابت   ١٥٠  ٠  چهارم 

  هندسه 
 - ٦٦٧  دو برابر ثابت   ٩٠  ٠  طول

  - ١٠٠٠  دو برابر ثابت   ٩٠  ٠  جرم

  

 ي ريگجهينت  .۴

آونگ دوگانه،  ي انحراف بيروني در  افزايش زاويه دهد كه  سازي نشان مينتايج بدست آمده از شبيه

تا    ٣٠هاي  اي (زاويه دوره اي (انحراف بسيار كوچك) به شبهسبب تغيير رفتار سامانه از حالت دوره 

درجه)   ٩٠هايي بيشتر از اي به حالت آشوبناك (زاويه دوره درجه) و همچنين گذار از حالت شبه ٩٠

اي  زمان نواحي بسته  باگذشتدرجه)،    ١٥٠ي انحراف  در حالت چهارم (زاويه   كهتيورصبه شود.  مي

دهد. افزون بر اين، ميزان افزايش  گيري است كه احتمال تشكيل يك رفتار منظم را ميدر حال شكل



 
٩٤    /٢١٤٠ پاييز، ٤٣، پياپي سيزدهماه الزهرا، سال گعلمي فيزيك كاربردي ايران، دانش  فصلنامة  

 

  

از   بيش  اول  حالت  به  نسبت  حالت چهارم  در  مكانيكي  انرژي  مي  ٦٠٠سطح  افزايش  ژول  باشد. 

اثر چشمگي بيروني  آونگ  و جرم  طول  بر جهتپارامترهاي  دارد.  ري  دوگانه  آونگ  رفتار  گيري 

سوم برابر است،    باحالت  افزايش طول بازوي دوم به دو برابر بازوي اول، اگرچه به لحاظ سطح انرژي

از خود را نشان مي اول، رفتار  اما رفتار متفاوتي  برابر آونگ  به دو  تغيير جرم آونگ دوم  با  دهد. 

جابه آشوبناك  سمت  به  و  سامانه  شده  حالت جا  تمام  به  نسبت  انرژي  سطح  ميزان  هاي  همچنين 

نشان ميكاهش مي  شده محاسبه نتيجه  اين  در هندسه يابد.  تغيير  اوليه،  بر شرايط  افزون  كه  ي  دهد 

باشد. در كنار موارد  سامانه مي ، شده اشاره تواند تا مقدار زيادي در تعيين رفتار سامانه نقش داشته 

مُ تعداد  بسامد و  اوليه  تغيير مقدار  تغيير شرايط  پيامدهاي  نشان  استدها از ديگر  نتايج محاسبات   .

كند نبست به حالتي كه تنها  ها تغيير ميي آونگدهد ميزان تغييرات بسامد در حالتي كه هندسهمي

بيشترين بسامد در حالتي است كه جرم آونگ دوم    كهتي ورصبه است، بيشتر است.    ريمتغشرايط اوليه  

  است.  افتهيشيافزا
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