
 
X/ Iranian Journal of Applied Physics, Vol. 12, Issue 2, Serial No. 30, Autumn 2022 

 

https://jap.alzahra.ac.ir 

 

  

 
 

 
Entanglement and Quantum Cooling of a Hybrid 

1avityCptical Oomposed of BEC and Cystem S 
 

Mohammad Eghbali-Arani*2, Masume Najafi-Manesh 3 and 
Alidad Askari 4 

Received: 2022.01.02   
Revised: 2022.04.16   

Accepted: 2022.05.31   

Abstract 
 
We present a theoretical interacting one-dimensional Bose-Einstein 
condensate (BEC) inside an optical cavity which is driven through of 
the fixed end mirrors. Under the Bogoliubov approximation and when 
the number of photons inside the cavity is not too large, the atomic field 
operator can be considered as a single-mode quantum field which is 
coupled to the radiation pressure of the intracavity field. In this way, 
the system behaves like an optomechanical system with an extra 
nonlinear term corresponding to the atom-atom interaction.We show 
that one of the best ways of tracing the effect of atomic interaction is to 
study the noise power spectrum of the field of the cavity. For this 
purpose, we study the light intensity spectrum of the cavity as well as 
the entanglement between the optical cavity and the BEC.  We show 
how the pattern of the power spectrum of the cavity changes due to the 
nonlinear effect of atomic collisions. Furthermore, it is shown that due 
to the s-wave scattering frequency of the atom-atom interaction, one 
can measure the strength of interatomic interaction. Besides, we show 
how the atomic collisions affect the entanglement between subsystems 
and cooling behavior of the BEC atoms. 
Keywords: Entanglement, Quantum cooling, Bose-Einstein 
Condensate (BEC).   
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آميخته    ةتنيدگي و سردسازي كوانتومي در يك ساماندرهم

  ١  و يك كاواك اپتيكي BECمتشكل از 
    ٤عليداد عسكري ، ٣نجفي منش معصومه ، ٢*اقبالي آراني محمد

 
  ١٤٠٠/ ١٢/١٠تاريخ دريافت: 

  ٢٧/٠١/١٤٠١تاريخ بازنگري: 

  ١٠/٠٣/١٤٠١تاريخ پذيرش: 

  

  

 
 چكيده: 

يك بعدي در درون يك كاواك  )BECاينشتين (  -كنش چگاليده بوزدر اين پژوهش يك نظريه از برهم

شود. در تقريب بوگوليوبوف و زماني كه تعداد فوتون هاي درون كاواك  هاي ثابت ارائه مي نوري با آينه

توان يك تك مد ميدان كوانتومي در نظر گرفت كه توسط فشار تابشي  زياد نيست، عملگر ميدان اتمي را مي 

با ميدان درون كاواكي جفت شده است. از اين جهت، اين سامانه مانند يك سامانه اپتومكانيكي با يك جمله 

اتماصلا نشان مي اتم عمل مي -حي غيرخطي در حضور  برهمكنش  مطالعه  در اين  از كند.  دهيم كه يكي 

ها براي رديابي اثر برهمكنش اتمي، مطالعه درباره طيف نويزهاي ميدان كاواك است. به اين بهترين روش

و  نوري  كاواك  ميدان  بين  تنيدگي  درهم  همچنين  و  كاواك  نور  شدت  طيف  ب BEC منظور،  ررسي  را 

اثرات غيرخطي نوسانات اتمي، كنيم. همچنين نشان مي مي  دهيم كه چگونه طيف ميدان كاواك، ناشي از 

 -ناشي از برهمكنش اتم   sكند. به علاوه نشان داده شده است كه بخاطر فركانس پراكندگي موج  تغيير مي 

شود كه چگونه نوسانات  ه مي توان قدرت برهمكنش بين اتمي را اندازه گرفت. درنهايت نشان داداتم، مي 

 گذارد.اثر مي   BEC هايها و سردسازي اتمتنيدگي زير سامانهاتمي بر درهم

  اينشتين. -تنيدگي، سردسازي كوانتومي، چگاليده بوزدرهم واژگان كليدي:
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  مقدمه  .١
 

نوري هستند كه در آنسامانه اپتومكانيك شامل يك كاواك  ماكروسكوپيك  ها يك جسم  هاي 

دهند.  هاي غيرخطيت كر نشان ميها از خود ويژگيها متحرك است. اين سامانه همانند يكي از آينه 

هاي  هاي آميخته متشكل از كيوبيت هاي اپتومكانيك استاندارد، سامانه همچنين امروزه در كنار سامانه 

هايي  . كاربرد چنين سامانه]٧-١[اتمي و ماده چگال داراي كاربردهاي وسيعي در فناوري نوين هستند  

توان  هاي كوانتومي و همچنين اطلاع رساني كوانتومي ميتنيدگي كوانتومي، حافظهرا در توليد درهم

اين سامانه  .  ]١٠-٨[جستجو كرد   از  آنچه در استفاده  ميان  توانايي  در اين  اهميت است،  ها داراي 

كنش با محيط (عوامل واهمدوسي) است. از طرف ديگر براي  همپايش عوامل مخرب ناشي از بر

شدگي قوي نياز است. چنين شرايطي را  هايي با ضريب جفت خواندن و نوشتن اطلاعات به سامانه

هاي اسپيني، نقاط كوانتومي هايي از قبيل كيوبيتتوان با تركيب يك نوسانگر مكانيكي و سامانه مي

ي حالت  هاي آميخته. سامانه] ١٦-١١[هاي به دام افتاده ايجاد كرد و ملكولها ها، يون و ابررسانا، اتم 

سامانه خلاف  بر  جفت جامد  ضريب  داراي  اتمي  از  هاي  استفاده  به  نيازي  و  بوده  بزرگ  شدگي 

بهروش انداهاي  آندام  در  سامانه زي  اين  بر  واهمدوسي  عوامل  تاثير  اما  نيست.  برخلاف  ها  ها 

قوي سامانه بسيار  اتمي،  ميهاي  كاواك  تر  مطالعه  براي  متداول  روش  يك  راستا  اين  در  باشند. 

هاي فوق سرد به دام افتاده  ها با يك سامانه متشكل از آنسامبلي از اتماپتومكانيك، تركيب اين سامانه 

هاي منحصر به فرد گيري برخي از ويژگيهاي خوبي براي اندازه ها گزينهن سامانه. اي]١٩-١٧[است  

دليل چگالي   به  بلوخ هستند. همچنين  نوسانات  انرژي و  نوارهاي  در فيزيك ماده چگال، همچون 

  گيري است. ها قابل مشاهده و اندازه ها، تاثير اثر غيرخطيت در اين سامانهبالاي اتم

و ميدان    BECهاي  تنيدگي چگالههاي كوانتومي و همچنين درهمبررسي ويژگيدر اين پژوهش به  

هاي آميخته متداول  پردازيم. تفاوت اين پژوهش با سامانهنوري خروجي از يك كاواك نوري مي

بودن آينه خود    BECباشد. در واقع مدهاي  هاي كاواك مياپتومكانيكي و ماده چگال در ثابت 

هاي ثابت  كه كاواك نوري داراي آينهمتحرك را دارند. بنابراين در حالينقش مدهاي لرزشي آينه  

را ميهستند، ويژگي پديده سردسازي كوانتومي  از جمله  استاندارد  اپتومكانيك  توان در آن  هاي 

بين زير سامانهمشاهده كرد. همچنين در بخشي ديگر از اين پژوهش، درهم ها در حضور  تنيدگي 

 اتمي، مورد مطالعه قرار گرفته است.  هاي متفاوت كنشبرهم



 
   آراني و همكارانمحمد اقبالي ؛  و يك كاواك اپتيكي  BECيك سامانة آميخته متشكل از  تنيدگي و سردسازي كوانتومي دردرهم   /٢١

 

  

  

  معرفي سامانه، هاميلتوني و ديناميك آن  .٢
يك بعدي كه به كمك موج ايستاي درون كاواك، تشكيل يك شبكه    BECهاي  ) اتم١شكل (

توان به  اي نوري را ميهاي به دام افتاده در شبكه دوره دهد. اتمدهند را نشان مياي مينوري دوره 

  اي بلوخ با نوارهاي مربوطه در نظر گرفت.شبكه دوره صورت يك 
  

  
 اينشتين به دام افتاده در يك كاواك نوري.  -چگاله بوز واره طرح  ١شكل 

  

بسامد ورودي   اتلافي كه  به    pدر رژيم  هاميلتوني سامانه  است و در دستگاه مختصات چرخان، 

  صورت زير است: 
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اي توابع بلوخ هستند. با استفاده از نظريه بلوخ و شرايط  ويژه توابع يك ذره، داخل يك شبكه دوره 

  فون كارمن ويژه تابع هاميلتوني به صورت زير است:-مرزي بورن
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)٢                                                                                        (  

L/طول كاواك است به طوريكه    Lكه l ضريب مد بوگوليوبوف است. در حقيقت    cو  2

توان به دو بخش  اينشتين را مي  -، ميدان چگاله بوزBECدر روش برهمكنش ضعيف بين ميدان و  

(تابع موج چگاله) و بخش كوانتومي (افت وخيز) تقسيم كرد كه اين قسمت را مدهاي  كلاسيك 

  . ]١٧[نامند بوگوليوبوف مي
ترين مدهاي بوگوليوبوف بيان شده در رابطه  با استفاده از تقارن پاريته و نيز حفظ كردن تنها پايين

  شود. ) به صورت زير نوشته مي١)، هاميلتوني (٢(
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R/و     K M  2 2  زني  به ترتيب وادنيدگي موثر اشتارك و بسامد پس

sw/هستند.   N ML   28     موج پراكندگي  است.    sبسامد  نوري  پتانسيل  پهناي  و 

c R s   4  شدگي اپتومكانيكي  دهنده فركانس مد بوگوليوبوف است. جمله آخر جفتنشان

N  شدگي بين مد بوگوليوبوف و فشار تابشي ميدان اپتيكي با ثابت جفت U  0
1
2

  كند.  را بيان مي  

از  اين  استفاده مي  )QLEs(هايزنبرگ    - معادلات لانژون  براي مطالعه ديناميك سامانه،  كنيم. در 

نظرگرفتن   در  با  معادلات    سرچشمهمعادلات  به  چگاليده،  و  اپتيكي  ميدان  دو  هر  اتلاف  و  نوفه 

   رسيم:كوانتومي غيرخطي زير مي
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) مجموعه٤رابطه  و  ميدان  ثابت  مقدار  براي  غيرخطي  جبري  معادلات  مجموعه  يك  به  از  )،  اي 

رسيم. مقدار ميدان ميانگين حالت پايا به صورت  وخيزهاي كوانتومي ميمعادلات خطي براي افت

  شوند:  زير نوشته مي
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  شوند: هايزنبرگ خطي شده به صورت زير نوشته مي  - هستند. به علاوه معادلات لانژون
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  توان به صورت ماتريس زير نوشت:  هايزنبرگ را مي - معادلات لانژون  
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هاي فيزيكي ،  برخي از كميت١افزار متمتيكادر ادامه با استفاده از روابط بدست آمده و استفاده از نرم 

  شود.اين سامانه مطالعه مي
  

  طيف خروجي از سامانه  .٣
پردازيم. طيف نور خروجي با استفاده  ابتدا به بررسي روش ايجاد نوارهاي جانبي در اين سامانه ميدر  

  شود: ها با رابطه زير مشخص ميخيزهاي تعداد فوتونواز افت

)١٠                      (                                                                     
†( ) ( ) ( )S a a      

) در شكل  طيف  اين  نشان مي٢كه  اين شكل  است.  شده  داده  نشان  سامانه)  همانند  كه  هاي  دهد 

اين سامانه تشكيل مي استوكس در  و آنتي  استوكس  نوارهاي جانبي  نوار  استاندارد،  اين دو  شود. 

مركزي   بسامد  حول  )جانبي  ) ( )
B      مي (تشكيل  شكل  در  پارامترها  )  ٢شود.  ساير 

  عبارتنداز : 

Lطول كاواك   mm1  ضريب ظراف ،F   43 ضريب اتلاف كاواك   ، 10
c

K
LF


    طول ،

ليزر ليزر  nm1080موج  توان   ،P mW كاواك50 دماي   ،,T K004    اتلاف ضريب   ،

بوگوليوبوف C.مدهاي  K


 0 001

2
اتم    دماي  بوز،  چگاله  cTاينشتين  -هاي  K و  1

C B   انتخاب شده است.  اتم -وادنيدگي ليزر 

sهاي بين اتميكنش برهم) طيف خروجي از كاواك در حضور  ٢همچنين در شكل ( R  5 

sهمچنين در نبود آن  و 0 هاي ايجاد شده در تشديد با بسامد مدهاي  رسم شده است. محل پيك

بسامد    ،BECهاي كنش بين اتمايجاد شده اند و روشن است كه برهم BECهاي بوگوليوبوف اتم

كند. اين جابجايي، شدت ميدان درون كاواك را كاهش خواهد داد. از  تشديد كاواك را جابجا مي

 
1 Mathematica 
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اپتيكي و همچنين افزايش شدت ميدان خروجي از كاواك   اين رو، كاهش ميدان داخل كاواك 

  درون كاواك نوري خواهد بود.   BECهاي كنش اتميك سنجه براي ميزان برهم

  

 
  . BECهاي خروجي از كاواك آميخته با اتمطيف  ٢شكل 

 
  وخيزهاي كوانتومي سامانه ماتريس همبستگي افت .۴

و نوسانات داخل    BECحالت پايدار سيستم كوانتومي دوتايي تشكيل شده از دو حالت ارتعاشات  

مي را  حالتكاواك  اين  كرد.  مشخص  كامل  صورت  به  ماتريس توان  يك  توسط  گاوسي  هاي 

  شود: به صورت زير در فضاي فركانس بيان مي ٤×٤ ١ورداي هم

)١١                             (                                                              †
V d M D M      

  

كه در آن      1
M i A       است و ماتريس D     در تقريب ماركوفي به صورت زير از

  آيد:  هاي سامانه به دست مينوفه
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1 Covariance Matrix (CV) 
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كه در آن  
1

1
B

n exp
k T




  
      

  هاي متوسط آينه است. در مرجع تعداد متوسط برانگيختگي

 ١) در حالت پايا معادل با حل معادله مشهور لياپانوف ١١نشان داده شده است كه حل معادله (  ]٢٠[

  شود:  است كه به صورت زير نوشته مي

)١٣                                                                                                                             (              
TAV VA D    

  توان به دست آورد.  را مي Vورداي سامانه با استفاده از حل اين معادله ماتريس هم

  هاتنيدگي بين زير سامانهدرهم .۵
NEتنيدگي بنام نگاتيويته لگاريتميها از يك سنجه درهمتنيدگي زير سامانهبه منظور بررسي درهم

 :]٢١[شود كنيم كه به صورت زير تعريف مياستفاده مي

 

)١٤                                                                                              (                          max 0, ln 2NE       

آن   در  كه    
1/21 1/2222 4detV V V

          
و     است 

  det det 2detm c mcV V V V       است:   وردا به شكل زيراز ماتريس هم    ٢×٢از يك بلوك 

  

)١٥                                                                                                                             (              

m mc
T
mc c

V V
V

V V

 
  
   

درهم صورتي  در  گوسي  حالت  يك  شرايط  اين  اگر  در  كه  است  /1تنيده  2    يا    باشد و 

4det 1/ 4V     .باشد  

دهد كه بر  نشان ميرا    BEC الف) نگاتيويته لگاريتمي بين ميدان نوري داخل كاواك و    ٣شكل (

دهد كه در اثر برهمكنش بين ميدان  سامانه رسم شده است. اين شكل نشان مي  حسب وادنيدگي  

تنيدگي بين آنها به وجود آمده است. همچنين اين نمودار نشان  درهم،  BECنوري داخل كاواك و  

كند. بنابراين عامل  تنيدگي كاهش پيدا ميميزان اين درهم ،BECدهد كه با افزايش برخوردهاي  مي

هايي خواهند  هاي كوانتومي چنين سامانهتنيدگي اتمي، عاملي مخرب در ايجاد درهمكنش بين  برهم

  بود.  

  

 
1 Lyapunov 
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هاي  (الف) به ازاي برهمكنش برحسب وادنيدگي كاواك و نور كاواك  BEC يمدها  ن يب ي دگيتن درهم ٣شكل 

  -هاي بوزاتلاف متفاوت چگالهي و (ج) به ازاي ضريب متفاوت نور ورود يهاتوان مختلف اتمي (ب) به ازاي 

  اينشتين.

) شكل  درهم  ٣در  مدهاي  ب)  بين  توان   BECتنيدگي  ازاي  به  كاواك  نور  نور  و  متفاوت  هاي 

مي   Pورودي نشان  نمودار  اين  است.  شده  توانرسم  كه  ورودي،  دهد  نور  بالاتر  هاي 
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توان  نتيجه، با پايش توان ليزر، ميكند و در  ها ايجاد ميتري بين ريزسامانههاي قويتنيدگي درهم

  تنيدگي كوانتومي سامانه را نيز پايش كرد. ميزان در هم

هاي اتلاف  و نور كاواك به ازاي ضريب  BECهاي  تنيدگي بين زيرسامانهج)، درهم  ٣در شكل (

هاي بزرگتر  دهد كه اتلافي ، رسم شده است. اين شكل نيز نشان مcاينشتين    -گوناگون چگاله بوز

  ها خواهد شد.  هاي بزرگتر در زير سامانه تنيدگي باعث درهم BECهاي اتم

  

 
هاي متفاوت اتمي در  و نور ورودي كاواك نسبت به دما به ازاي برهمكنش BECتنيدگي بين مدهاي درهم ٤شكل 

  اينشتين.  -چگاله بوز

  

) شكل  دماي  ٤در  تاثير  بررسي  به   (BEC  درهم كاواك  بر  ميدان  كمك  به  شده  حمل  تنيدگي 

.  استتنيدگي نسبت به دما، داراي اهميت بسيار  پردازيم. اين موضوع از نقطه نظر مقاومت درهممي

كنش اتمي  مد كاواك براي دو مقدار متفاوت برهم و   BEC ) نگاتيويته لگاريتمي بين٤در شكل (

s 0   وs R   دما حسب  مي  Tبر  نشان  شكل  اين  است.  شده  كه  رسم  دهد 

ها تغيير  تنيدگي ندارد و تنها مقادير ابتدايي آنهاي اتمي تاثيري در مقاومت دمايي در همكنشبرهم

  هاي قبل كامل توضيح داده شد.  كند كه در شكلمي

  

  اينشتين -سردسازي چگاله بوز .۶
اتم مورد مطالعه    -هاي اتمكنشرا در حضور بر هم  BECدر اين بخش سردسازي سامانه متشكل از  

سردسازي كوانتومي در حقيقت با سردسازي به مفهوم عام متفاوت بوده و به گذار  دهيم.  قرار مي

هايي كه در هاي فيزيكي در سامانهشود. بررسي بسياري از ويژگيمييك سامانه به حالت پايه گفته  

باشند و همانند اين سامانه امكان دستكاري هم داشته باشند از اهميت   حالت پايه خود قرار داشته 
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سامانه   يك  كه  است  اين  در  اپتومكانيكي  سردسازي  اهميت  حقيقت  در  است.  برخوردار  زيادي 

اين سامانه آميخته    ايم.امكان دستكاري را به يك حالت كوانتومي برده ماكروسكوپيك در دسترس با  

   Aپس از يك زمان گذار به حالت پايا خواهد رسيد و در صورتي كه تمام عناصر ماتريس رانشي  

بر اساس معيار روث پايا  باشد، شرايط  و منفي  به دست خواهد آمد. ميانگين    ١هورويتس-حقيقي 

  در حالت پايه به صورت زير است:  BECهاي انرژي نوسانات اتم

   /B B
s B effU q p v v n

 
         

2 2
11 22 1 2

2 2
 


                                     )١٦(  

vكه   vو    11 مولفه   22 و دومين  هماولين  ماتريس  اتمهاي  هستند.  در    BECهاي  وردا  در صورتي 

effnگيرند كهحالت پايه قرار مي 0   و يا/v q 2
11 1 v/و  2 p 2

22 1   باشند.    2

) شكل  برانگيختگي٥در  تعداد  موثر  )  ارتعاش  بوز  effnهاي  حسب    BECاينشتين    - چگاله  بر 

/وادنيدگي كاواك   B   براي سه مقدار متفاوت بر هم كنش اتميs    رسم شده است. اين

ندارند و تنها مقادير     BEC هاي اتمي تاثيري در سردسازي سامانهكنشدهد كه بر همشكل نشان مي

  كند.  ابتدايي آنها تغيير مي

  

 
هاي گوناگون  برحسب وادنيدگي كاواك نوري به ازاي برهمكنش  BECهاي برانگيخته مدهاي تعداد فونون ٥شكل 

  اينشتين. -اتمي در چگاله بوز

  

پردازيم. اين  مي  BECهاي  بر سرد سازي اتم   P) به بررسي توان ورودي ليزر  ٦همچنين در شكل (

نشان مي بر  شكل  تاثيري  ليزر ورودي  توان  اتمميزان برانگيختگيدهد كه  ندارد،    BECهاي  هاي 

 
1 Routh- Hurwitz 
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توان به رژيم سردسازي دست يافت كه اين خود از  هاي مصرفي كمتر نيز ميبنابراين حتي در انرژي

  اهميت قابل توجهي برخوردار است.  

  

 
هاي گوناگون نور  برحسب وادنيدگي كاواك نوري به ازاي توان BECهاي برانگيخته مدهاي تعداد فونون ٦شكل 

  ليزر ورودي. 

  

به بررسي سردسازي اتم٧در شكل ( نيز  هاي  هاي اتلاف مختلف اتمبه ازاي ضريب   BECهاي  ) 

BEC  نشان ميمي اين شكل  اتلاف بزرگترين سامانه  دليلي ميپردازيم.  شود كه شروع  دهد كه 

ز مقادير كمتري آغاز شود ولي با افزايش مقدار واديندگي تفاوت زيادي  هاي فونوني ابرانگيختگي

  شود.  هاي اتلاف اتمي ديده نميبين فرآيند سردسازي به ازاي ضريب

  

  

 
برحسب وادنيدگي كاواك نوري به ازاي ضرايب گوناگون اتلاف   BECهاي برانگيخته مدهاي تعداد فونون ٧شكل 

  . BECمدهاي 
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  گيري  نتيجه .٧
در اين پژوهش يك سامانه آميخته حالت جامد و اتمي بررسي شد. در اين سامانه نشان داده شد       

خروجي   نوري  ميدان  مد  بين  مدهاي     fكه  ميدرهم  BECو  بوجود  اين  تنيدگي  شبيه  آيد. 

آينه  درهم نوسانات  مد  و  كاواك  داخل  ميدان  مد  بين  استاندارد  اپتومكانيكي  سامانه  در  تنيدگي 

رساني كوانتومي استفاده توان در كاربردهاي اطلاعتنيدگي ميك نيز وجود دارد.  از اين درهممتحر

آگاهي پيدا كرد. به دليل زمان   BECگيري كوانتومي مد خروجي ميدان از حالات  كرد و با اندازه 

سامانه   بالاي  مي BECهمدوسي  ذخيره ،  و  كيوبيت  عنوان  به  سامانه  اين  از  اطلاعاتوان  ت  سازي 

تنيدگي را  توان حداكثر درهماستفاده كرد. در اين پژوهش شرايطي را بدست آورديم كه در آن مي

هاي قبلي و با در نظر گرفتن عامل برهم كنش  بدست آورد. اين نتايج با مدل كاملتري نسبت به مدل 

به عنوان معياتوان از درهماتم بدست آمده است. از اين رو، مي  -اتم ري از ميزان  تنيدگي سامانه 

  استفاده كرد.  BECهاي اتمي در كنشبرهم

تنيدگي بين زير اتم، درهم  -هاي اتم كنشكنش اتمي نشان داد كه با افزايش بر هممطالعه اثر برهم

ميسامانه كاهش  درهمها  اين  و همچنين  ليزر  يابد  توان  پايش  عواملي چون  از  استفاده  با  تنيدگي 

قابل تنظيم است. در نهايت بررسي پديده سردسازي كوانتومي بر   BEC  ورودي و ضريب اتلاف

انجام و نشان داده شد كه افزايش برهم  -روي ارتعاشات چگاله بوز اتم تا    -هاي اتمكنشاينشتين 

داشت.  تنيدگي اثر وارونه ميكند در حالي كه بر روي درهمه سردسازي را تقويت مييدحدودي پد

تاثير زيادي بر روي پديده سردسازي   BECيزر ورودي و ضريب اتلاف  همچنين عواملي چون توان ل

   توان به سردسازي كوانتومي در سامانه هاي ورودي كمتر نيز مينداشته و از اين رو با صرف انرژي

BEC   .دست يافت  

  

 تقدير و تشكر .٨
 ).Grant No: 1101636اين پژوهش توسط دانشگاه كاشان پشتيباني شده است (
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