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Abstract 
In this paper a model with anisotropic pressures for dark matter halo is 
assumed. The corresponding metric matches the schwarzchild metric at the 
surface of halo. Then the energy conditions, rotation curve and gravitational 
lensing effect are investigated. 
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 چکیده

 ش ود ه ه دارای فن ارِ    تاری   یشن اداد م ی    ۀبرای هال   مدلیدر این مقاله 
ش شدد  زشوار هاله بر متری  ِ  سطحِ آن درنظشرِ است و متری ِ ناهمسانگرد

ب رای  ن ور   ایط انرژی، ماحای چرخش و همگرای ی ماطبق است. سپس شر
 .شود هاله بررسی می

 
 همگرای ی  چرخن ی،  ماحا ی  ،تاری    م اد   هال ه  کلیددی:  های واژه

 گراننی
 

                                                           
 فشزی  داننگا  تدران شاردانن 1
 داننجوی هارشااسی ارشد فشزی  داننگا  تدران 2
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 مهقدّم. 1
 تاری   در مقش ا ِ   ۀم اد   های ماریشچ یکی از مدمترین ننانگرهای انماحای چرخش هدکن

تا در  یابد میافزایش  هدکنان های مرهزِ چرخش در نزدیکی سرعتِ. [1] دهدکنانی هستا
هشد ومتر ب ر ثانش ه مجان ب     چا د د د    ۀاز مرتب   ، عمدتاًثابت اًتقریب دارِهای هدکنان به مق لبه

ه روی توزی      ۀی   هال    درهه  ،تاری  ۀزیادی ماد  مقدارِ با فرضِ شود. این رفتار معمولاً
هدکنان(  هاله )ماطبق بر مرهزِ تاری  در مرهزِ ماد ۀ مشزانِه البتّشود.  توضشح داد  می، شد 

 م اد ۀ  ۀهال جرمِ هدکنان( زیاد است و در هلّ خارجی هاله )ماطبق بر اطرافِ ۀهم و در ناحش
 د ور ِ ه تاری   را ب    م اد ۀ اگ ر  است.  هدکنان مرئی جرمِ برابرِ 15تا  ۹ تاری  درحدودِ

رژی ض عش  و انطب اب ب ر    ان   شرطِ عمالِهامل با فنارهای همسانگرد در نظر بگشریم، اِ الِسش 
.  [5,4] انجام د  تاری   م ی   م اد ۀ فنار ب رای   هاله، به دفر بودنِ در مرزِ ششددشوارز متری ِ

ش عاعی متف او  انتب ا      مماس ی و  ه ای فن ارِ   ف ه لّؤم [10,9,2]د باابراین در هارهای متعد 
 حاضر ب ا انتب ا ِ   ۀشد  است. در مقال استبراجماد ۀ تاری   حالتِ مبتد  معادلا ِ انواعِو
گرانن ی   همگرای ی  ۀانرژی، ماحا ی چ رخش و یدی د    شعاعی فنار به بررسی شرایطِ ۀفلّؤم

 یردازیم. می
 
 هاله متریکِ. 2

ه روی اس تاتش  ب ه     متق ارنِ  ۀی  هال های ماریشچ درونِ هدکنانتاری   ماد ۀ هاشدفرض 
-و فض ا  1ش شدد زشوار متری  ِ  طِهاله توس    بشرونِ زمانِ-فضا واست غوطه ور شد  R شعاعِ
شود.تودش  میزیر  متری ِ طِهاله توس  زمانِ
(1) 𝑑𝑑𝑑𝑑2 = 𝑒𝑒2Φ(𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑒𝑒2𝜆𝜆(𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑟𝑟2(𝑑𝑑𝑑𝑑2 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑2) 

 تاب  ناشااخته هستاد.دو   𝜆𝜆(𝑟𝑟) و Φ(𝑟𝑟)هه 
 مت ری ابره ای هش دروژنِ   س انتی  21 طش  ِ  مرئی هدکن ان ب ا هم  ِ    های غشر در ببش

 عم ل  آزم ون  ا ِذر  ابرها مانا دِ دست آورد. این ه ها را ب چرخش آن توان سرعتِ میطبشعی 

                                                           
1 𝑑𝑑𝑑𝑑2 = 𝐸𝐸 𝐸𝐸 𝐸 2𝑀𝑀

𝑅𝑅 ) 𝑑𝑑𝑑𝑑
2 − 1

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸2𝑀𝑀
𝑅𝑅 )
𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑2   

 جرم شوارزششدد است. Mی  ثابت و   Eهه

 

𝑟̇𝑟) [3]یایدارهااد، هه روی مدارهای دایروی می = 𝑟̈𝑟 =  ع وو  ه . ب  هاا د حرهت م ی  (0
𝜃𝜃هدکنانی در  دیس ِ ۀدفحهاشم هه در آن اتی را انتبا  میمبتص  = . ق رار بگش رد   90
𝑣𝑣2چرخش عبار  است از:  جا هه سرعتِ از آن = 𝑟𝑟2𝑒𝑒−2Φ 𝑑𝑑2𝜑𝜑

𝑑𝑑𝑑𝑑2 :با هم  شرایط فوب   
(2) Φ = 𝛽𝛽0

2 + 𝛼𝛼
2 ln⁡(

𝑟𝑟
𝑅𝑅)  

𝛼𝛼گشری و  انتگرال ثابتِ 𝛽𝛽0هه  = 2𝑣𝑣𝑐𝑐2 (𝐶𝐶 = ، اس ت بسشار هوچ  و عد بُ بدونِ یارامترِ (1
10−7 < α < س ه   .را ح ل ها شم   ن تشن ایا مش دانِ  بای د مع ادلا ِ   𝜆𝜆(𝑟𝑟) برای تعششنِ.  10−6

هه ب ه ترتش ب چگ الی ان رژی،      داریم 𝑝𝑝𝑡𝑡و  𝑝𝑝𝑟𝑟و  𝜌𝜌و  𝜆𝜆(𝑟𝑟) برای چدار مجدولِمشدان  ۀمعادل
 حال تِ  ۀ ، معادل  ای ن مع ادلا   در ها ارِ  [4]در  .تاری  هس تاد  ۀمماسی و شعاعی شار فنارِ

ج ا   از آنهاد، فرض ش د  اس ت.    شار  هه فنار )شعاعی یا مماسی( را به چگالی مربوط می
گرانن ی هال ه    و مش دانِ  اس ت نور بس شار هوچ      یسه با سرعتِچرخش در مقا هه سرعتِ

ب ریم. ای ن ب دان معا ی اس ت ه ه        هار میه ی ایانتشن را بخطّ ضعش  است باابراین معادلا ِ
. ای ن مع ادلا    ها شم  مع ادلا  ماظ ور م ی   را در  𝑣𝑣2و  𝜆𝜆(𝑟𝑟) ی برحس بِ خطّ   فقط جمو ِ

4𝜋𝜋𝜋𝜋) اد ازعبارت = 1): 
(3) (𝑟𝑟𝑟𝑟)́

𝑟𝑟2 = 𝜌𝜌  
(4) 𝑣𝑣𝑐𝑐2−𝜆𝜆

𝑟𝑟2 = 𝑝𝑝𝑟𝑟  
(5) − 𝜆́𝜆

𝑟𝑟 = 2𝑝𝑝𝑇𝑇⁡  
ه را ب  ش عاعی   فن ارِ  حاض ر  در هارِدهد.  شعاعی را ننان می ۀمبتص یریم منتق برحسبِ هه

 :[11]اشم همی یشنادادزیر  شکلِدو به  هدکنان شعاعِ از تابعی دور ِ
(6)  𝑎𝑎)⁡𝑝𝑝𝑟𝑟 =

𝑝𝑝0
𝑟𝑟2 + 𝛽𝛽𝑟𝑟𝑚𝑚  

(7)  𝑏𝑏)⁡𝑝𝑝𝑟𝑟 = 𝑏𝑏𝑒𝑒𝛾𝛾
𝑟𝑟
𝑅𝑅 + 𝑣𝑣𝑐𝑐2

𝑟𝑟2

ی ت وانی و نم ایی یشن اداد    هدّ   شعاع را ب ه دو ف رمِ   شعاعی برحسبِ فنارِ تِدرواق  تابعش 
و نت ای  را تحدش ل   را بررس ی   هاحادل از این انتبا  چگالی و انحاای نورِ هاشم تا رفتارِ می

𝑟𝑟هاله  مرزِثابت هستاد.  ⁡mو ⁡γو  𝑝𝑝0  ،𝛽𝛽  ،𝑏𝑏در این روابط هاشم.  = 𝑅𝑅  ِبر مباای دفر ش دن 
 شود. باابراین: شعاعی فنار تعری  می ۀفلّؤم

(8) 𝛽𝛽 = −𝑝𝑝0𝑅𝑅−(𝑚𝑚+2)  
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𝑟̇𝑟) [3]یایدارهااد، هه روی مدارهای دایروی می = 𝑟̈𝑟 =  ع وو  ه . ب  هاا د حرهت م ی  (0
𝜃𝜃هدکنانی در  دیس ِ ۀدفحهاشم هه در آن اتی را انتبا  میمبتص  = . ق رار بگش رد   90
𝑣𝑣2چرخش عبار  است از:  جا هه سرعتِ از آن = 𝑟𝑟2𝑒𝑒−2Φ 𝑑𝑑2𝜑𝜑

𝑑𝑑𝑑𝑑2 :با هم  شرایط فوب   
(2) Φ = 𝛽𝛽0

2 + 𝛼𝛼
2 ln⁡(

𝑟𝑟
𝑅𝑅)  

𝛼𝛼گشری و  انتگرال ثابتِ 𝛽𝛽0هه  = 2𝑣𝑣𝑐𝑐2 (𝐶𝐶 = ، اس ت بسشار هوچ  و عد بُ بدونِ یارامترِ (1
10−7 < α < س ه   .را ح ل ها شم   ن تشن ایا مش دانِ  بای د مع ادلا ِ   𝜆𝜆(𝑟𝑟) برای تعششنِ.  10−6

هه ب ه ترتش ب چگ الی ان رژی،      داریم 𝑝𝑝𝑡𝑡و  𝑝𝑝𝑟𝑟و  𝜌𝜌و  𝜆𝜆(𝑟𝑟) برای چدار مجدولِمشدان  ۀمعادل
 حال تِ  ۀ ، معادل  ای ن مع ادلا   در ها ارِ  [4]در  .تاری  هس تاد  ۀمماسی و شعاعی شار فنارِ

ج ا   از آنهاد، فرض ش د  اس ت.    شار  هه فنار )شعاعی یا مماسی( را به چگالی مربوط می
گرانن ی هال ه    و مش دانِ  اس ت نور بس شار هوچ      یسه با سرعتِچرخش در مقا هه سرعتِ

ب ریم. ای ن ب دان معا ی اس ت ه ه        هار میه ی ایانتشن را بخطّ ضعش  است باابراین معادلا ِ
. ای ن مع ادلا    ها شم  مع ادلا  ماظ ور م ی   را در  𝑣𝑣2و  𝜆𝜆(𝑟𝑟) ی برحس بِ خطّ   فقط جمو ِ

4𝜋𝜋𝜋𝜋) اد ازعبارت = 1): 
(3) (𝑟𝑟𝑟𝑟)́

𝑟𝑟2 = 𝜌𝜌  
(4) 𝑣𝑣𝑐𝑐2−𝜆𝜆

𝑟𝑟2 = 𝑝𝑝𝑟𝑟  
(5) − 𝜆́𝜆

𝑟𝑟 = 2𝑝𝑝𝑇𝑇⁡  
ه را ب  ش عاعی   فن ارِ  حاض ر  در هارِدهد.  شعاعی را ننان می ۀمبتص یریم منتق برحسبِ هه

 :[11]اشم همی یشنادادزیر  شکلِدو به  هدکنان شعاعِ از تابعی دور ِ
(6)  𝑎𝑎)⁡𝑝𝑝𝑟𝑟 =

𝑝𝑝0
𝑟𝑟2 + 𝛽𝛽𝑟𝑟𝑚𝑚  

(7)  𝑏𝑏)⁡𝑝𝑝𝑟𝑟 = 𝑏𝑏𝑒𝑒𝛾𝛾
𝑟𝑟
𝑅𝑅 + 𝑣𝑣𝑐𝑐2

𝑟𝑟2

ی ت وانی و نم ایی یشن اداد    هدّ   شعاع را ب ه دو ف رمِ   شعاعی برحسبِ فنارِ تِدرواق  تابعش 
و نت ای  را تحدش ل   را بررس ی   هاحادل از این انتبا  چگالی و انحاای نورِ هاشم تا رفتارِ می

𝑟𝑟هاله  مرزِثابت هستاد.  ⁡mو ⁡γو  𝑝𝑝0  ،𝛽𝛽  ،𝑏𝑏در این روابط هاشم.  = 𝑅𝑅  ِبر مباای دفر ش دن 
 شود. باابراین: شعاعی فنار تعری  می ۀفلّؤم

(8) 𝛽𝛽 = −𝑝𝑝0𝑅𝑅−(𝑚𝑚+2)  
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(۹) 𝑏𝑏 = − 𝑣𝑣𝑐𝑐2
𝑅𝑅2 𝑒𝑒

−𝛾𝛾 
𝜆𝜆(𝑅𝑅)ش شدد لازم اس ت   زاین مرز ب رای تطبش ق ب ا شوار    دیگر روی از طرفِ = −𝜙𝜙(𝑅𝑅) 

𝐵𝐵0 داریم:( 4) ۀمعادل باابراین با هم ِباشد.  = −α⁡. ِ باابراین تاب 𝜙𝜙(𝑟𝑟) ّشود: ص میمنب
(10) 𝜙𝜙(𝑟𝑟) = 𝛼𝛼

2 (𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑟𝑟
𝑅𝑅 − 1)  

 دانشم: عوو  میه ب
(11) 𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑅𝑅) = 𝐸𝐸(1 − 2𝑀𝑀

𝑅𝑅 )  
 درنتشجه

𝐸𝐸 = 𝑒𝑒−𝛼𝛼

(1−2𝑀𝑀𝑅𝑅 )
⁡ (12)

 شوند: ص میچگالی روی مرز دیگر یارامترهای مدل منبّ با دفر قرار دادنِ
(13) 𝑝𝑝0 = − 𝛼𝛼

2(𝑚𝑚+2)  
(14) 𝛾𝛾 = −3  

آیاد. ب رای   دست میه ب 𝜆𝜆(𝑟𝑟)مماسی و  ( چگالی، فنار4ِ( و )3معادلا  ) حال با هم ِ
   : a مدلِ
(15) 𝑝𝑝𝑟𝑟 =

𝛼𝛼
2(2 +𝑚𝑚)𝑟𝑟2 [(

𝑟𝑟
𝑅𝑅)

𝑚𝑚+2
− 1]

(16) 𝜌𝜌 = − 𝛼𝛼(𝑚𝑚 + 3)
2(𝑚𝑚 + 2)𝑟𝑟2 [(

𝑟𝑟
𝑅𝑅)

𝑚𝑚+2
− 1⁡] 

(17) 𝜆𝜆(𝑟𝑟) = − 𝛼𝛼
2(2 + 𝑚𝑚) [(

𝑟𝑟
𝑅𝑅)

𝑚𝑚+2
− 1⁡] + 𝛼𝛼

2 
(18) 𝑝𝑝𝑡𝑡 = − 𝛼𝛼

2𝑟𝑟 (
𝑟𝑟
𝑅𝑅)

𝑚𝑚+2 
 : b و برای مدلِ

(1۹) 𝑝𝑝𝑟𝑟 = − 𝛼𝛼
2𝑅𝑅2 (𝑒𝑒

3−3𝑟𝑟𝑅𝑅 − 𝑅𝑅2
𝑟𝑟2)⁡

(20) 𝜌𝜌 = 𝛼𝛼
2𝑅𝑅2 𝑒𝑒

3−3𝑟𝑟𝑅𝑅(3 − 3 𝑟𝑟𝑅𝑅) 
(21) 𝜆𝜆(𝑟𝑟) = 𝛼𝛼

2 (
𝑟𝑟
𝑅𝑅)

2𝑒𝑒3−3
𝑟𝑟
𝑅𝑅 

(22) 𝑝𝑝𝑡𝑡 = − 𝛼𝛼
4𝑅𝑅2 𝑒𝑒

3−3𝑟𝑟𝑅𝑅(2 − 3 𝑟𝑟𝑅𝑅) 
 داریم:a برای مدلِ( 18)و (16)(،15) ۀسه معادل حالت با هم ِ ۀمعادل یافتنِ برای

 

(23) 𝜔𝜔𝑡𝑡 = − (𝑚𝑚+2)𝑟𝑟
(𝑚𝑚+3) (

(𝑟𝑟𝑅𝑅)
𝑚𝑚+2

(𝑟𝑟𝑅𝑅)
𝑚𝑚+2−1)  

(24) 𝜔𝜔𝑟𝑟 = −(𝑚𝑚 + 3) 

 داریم:b ( برای مدل22ِ) و (20) (،1۹) ۀسه معادل و با هم ِ
(25) 𝜔𝜔𝑡𝑡 = −1

2 (
2−3𝑟𝑟𝑅𝑅
3−3𝑟𝑟𝑅𝑅

)  

(26) 𝜔𝜔𝑟𝑟 = − 1
3−3𝑟𝑟𝑅𝑅

+ (𝑟𝑟𝑅𝑅)
2(𝑒𝑒

3−3𝑟𝑟𝑅𝑅

3−3𝑟𝑟𝑅𝑅
) 

در  اث ر هاا د    چگ الی  هه درواق نشز وجود دارد ر ثّؤچگالی م دیگری به نامِ ه مفدومِالبتّ
 :[6,7]دهد ماحای چرخش را ننان می

(27)  𝜌𝜌𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑟𝑟 + 2𝑝𝑝𝑡𝑡   

مس تقل  ر ثّؤبشاشم هه چگالی م ( می5( تا )3مشدان ) معادلا ِ ذهر است هه به هم ِ قابلِ
 :و برابر است با λ مقدارِ از

 𝜌𝜌𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 =
𝑣𝑣𝑐𝑐2

𝑟𝑟2 
 

انرژی شرایطِ. 3
یارامتره ای   و ب ا هم  ِ   هردآمد  بررسی  دست هب انرژی را برای نتای ِ شرایطِتوان  حال می

لازم ب ه ذه ر    .دست آورده بانرژی را  شرایطِ تحقشقِمجاز برای  ۀمحدود ،موجود در روابط
 :[8] انرژی عبارتاد از است هه شرایطِ

 
 انرژی شرایطِ: 1دول ج

𝜌𝜌 ≥ 0
𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑟𝑟 > 0
⁡𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑡𝑡 > 0 

1WECانرژی ضعش   شرطِ

𝜌𝜌 ≥ 0
𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑟𝑟 ≥ 0
⁡𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑡𝑡 ≥ 0 

  NEC2  انرژی نورگونه شرطِ

𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑟𝑟 ≥ 0
⁡𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑡𝑡 ≥ 0
𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑟𝑟 + 2𝑝𝑝𝑡𝑡 ≥ 0 

 SEC3انرژی قوی   شرطِ

𝜌𝜌 ≥ |𝑝𝑝𝑟𝑟|⁡⁡; ⁡⁡𝜌𝜌 ≥ |𝑝𝑝𝑡𝑡|  ِ1انرژی داماۀ شرطDEC 
                                                           
1 Weak Energy Condition 
2 Null Energy Condition 
3 Strong Energy Condition 
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(23) 𝜔𝜔𝑡𝑡 = − (𝑚𝑚+2)𝑟𝑟
(𝑚𝑚+3) (

(𝑟𝑟𝑅𝑅)
𝑚𝑚+2

(𝑟𝑟𝑅𝑅)
𝑚𝑚+2−1)  

(24) 𝜔𝜔𝑟𝑟 = −(𝑚𝑚 + 3) 

 داریم:b ( برای مدل22ِ) و (20) (،1۹) ۀسه معادل و با هم ِ
(25) 𝜔𝜔𝑡𝑡 = −1

2 (
2−3𝑟𝑟𝑅𝑅
3−3𝑟𝑟𝑅𝑅

)  

(26) 𝜔𝜔𝑟𝑟 = − 1
3−3𝑟𝑟𝑅𝑅

+ (𝑟𝑟𝑅𝑅)
2(𝑒𝑒

3−3𝑟𝑟𝑅𝑅

3−3𝑟𝑟𝑅𝑅
) 

در  اث ر هاا د    چگ الی  هه درواق نشز وجود دارد ر ثّؤچگالی م دیگری به نامِ ه مفدومِالبتّ
 :[6,7]دهد ماحای چرخش را ننان می

(27)  𝜌𝜌𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑟𝑟 + 2𝑝𝑝𝑡𝑡   

مس تقل  ر ثّؤبشاشم هه چگالی م ( می5( تا )3مشدان ) معادلا ِ ذهر است هه به هم ِ قابلِ
 :و برابر است با λ مقدارِ از

 𝜌𝜌𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 =
𝑣𝑣𝑐𝑐2

𝑟𝑟2 
 

انرژی شرایطِ. 3
یارامتره ای   و ب ا هم  ِ   هردآمد  بررسی  دست هب انرژی را برای نتای ِ شرایطِتوان  حال می

لازم ب ه ذه ر    .دست آورده بانرژی را  شرایطِ تحقشقِمجاز برای  ۀمحدود ،موجود در روابط
 :[8] انرژی عبارتاد از است هه شرایطِ

 
 انرژی شرایطِ: 1دول ج

𝜌𝜌 ≥ 0
𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑟𝑟 > 0
⁡𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑡𝑡 > 0 

1WECانرژی ضعش   شرطِ

𝜌𝜌 ≥ 0
𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑟𝑟 ≥ 0
⁡𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑡𝑡 ≥ 0 

  NEC2  انرژی نورگونه شرطِ

𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑟𝑟 ≥ 0
⁡𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑡𝑡 ≥ 0
𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑟𝑟 + 2𝑝𝑝𝑡𝑡 ≥ 0 

 SEC3انرژی قوی   شرطِ

𝜌𝜌 ≥ |𝑝𝑝𝑟𝑟|⁡⁡; ⁡⁡𝜌𝜌 ≥ |𝑝𝑝𝑡𝑡|  ِ1انرژی داماۀ شرطDEC 
                                                           
1 Weak Energy Condition 
2 Null Energy Condition 
3 Strong Energy Condition 
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ب رای   یارامتره ا  مج از  ۀو مح دود  یشن ادادی بررس ی ش د     حال تِ دواین ش رایط ب رای   
 :است در جدول زیر نمایش داد  شد  ها برقراری آن

 
 انرژی شرایطِ از یارامترهای مدل برای هرهدام ۀمحدود: 2 جدولِ

 
 چگ الی ان رژی، فن ارِ    نم ودارِ  های موجود در رواب ط، یارامتر ۀدمحدو ص شدنِمنبّ با

در  a ش شدد( ب رای م دلِ   زشوار هدکنان/ش عاعِ  )شعاع تا مره زِ  𝑟𝑟𝑅𝑅 شعاعی و مماسی برحسبِ
 : شد  استرسم  (3و ) (2) شکلِ درb  ( و برای مدل1ِ) شکلِ
 

 
چ شن )ماحا ی    چشن )ماحای یایشن( و ماحا ی نقط ه   بالایی( و ماحای خطِّ ی)ماحا سشا  ماحای خطِّ :1 شکلِ
m هس تاد.  a ب رای م دلِ   مماس ی  شعاعی و فنارِ چگالی انرژی، فنارِ فِ( به ترتشب معرّوسط = اختش ار   10

 شد  است.
 

 ه اهش ش عاع   و ب ا اف زایشِ   مثب ت  هم وار   چگالی ان رژی شود هه  دید  می 1 در شکلِ
ش عاع   مافی اس ت و ب ا اف زایشِ    شعاعی ا فنارِام  هاله دفر شود. هه روی مرزِ تا این یابد می

                                                                                                                                        
1 Dominant Energy Condition 

B A  
𝑚𝑚 هموار  ≥ −3 WEC 
𝑚𝑚 هموار  ≥ −3 NEC 
𝑚𝑚 هموار  > −4 SEC 
𝑚𝑚 هموار  ≥ −4 DEC 

 

نشز مقداری نزدی  ب ه د فر    مماسی . فنارِرسد دفر میبه هه روی مرز  تا این شود زیاد می
 .هاد می همی فتِشعاع اُ دارد و با افزایشِ

 

 
چگالی  فِبه ترتشب معرّ( یایشن)ماحای و  ماحای نقطه چشن بالایی(  ی)ماحاسشا   ماحای خطِّ : 2 شکلِ

𝑣𝑣𝑐𝑐2 هستاد. b برای مدلِ مماسی و فنارِ انرژی

R2 =  است. اختشار شد   1
 

مماس ی نش ز    اس ت و فن ارِ  a  چگ الی، من ابه م دلِ    شود هه رفتارِ دید  می( 2) در شکلِ
 هاله به ه رانِ  هه روی مرزِ تا این زیاد شد شعاع، مقدارش  اری مافی دارد هه با افزایشِمقد
   .هاد مشل می ،دفر ،بالا

 

 
𝑣𝑣𝑐𝑐2است.   𝑟𝑟R برحسبِ b برای مدلِ شعاعی ماحای فنارِ :3 شکلِ

R2 =  اختشار شد  است. 1
 

مقداری ماف ی دارد ه ه خشد ی س ری  ب ه       شعاعی شود هه فنارِ ( مناهد  می3) در شکلِ
 هاد.  میمشل دفر 
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نشز مقداری نزدی  ب ه د فر    مماسی . فنارِرسد دفر میبه هه روی مرز  تا این شود زیاد می
 .هاد می همی فتِشعاع اُ دارد و با افزایشِ

 

 
چگالی  فِبه ترتشب معرّ( یایشن)ماحای و  ماحای نقطه چشن بالایی(  ی)ماحاسشا   ماحای خطِّ : 2 شکلِ

𝑣𝑣𝑐𝑐2 هستاد. b برای مدلِ مماسی و فنارِ انرژی

R2 =  است. اختشار شد   1
 

مماس ی نش ز    اس ت و فن ارِ  a  چگ الی، من ابه م دلِ    شود هه رفتارِ دید  می( 2) در شکلِ
 هاله به ه رانِ  هه روی مرزِ تا این زیاد شد شعاع، مقدارش  اری مافی دارد هه با افزایشِمقد
   .هاد مشل می ،دفر ،بالا

 

 
𝑣𝑣𝑐𝑐2است.   𝑟𝑟R برحسبِ b برای مدلِ شعاعی ماحای فنارِ :3 شکلِ

R2 =  اختشار شد  است. 1
 

مقداری ماف ی دارد ه ه خشد ی س ری  ب ه       شعاعی شود هه فنارِ ( مناهد  می3) در شکلِ
 هاد.  میمشل دفر 
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 همگرایی گرانشی. 4
ابت دا   ه رد. محاس به   هال ه  از مش انِ  عب ور  هاگ امِ ن ور را   توان خمشِ ها می این مدل با هم ِ

ن با ابرای  .تر اس ت  هاله هوچ  از شعاعِ 1برخورد هه یارامترِگشریم  نظر میی را درهدّ حالتِ
هال ه   هال ه ب ا متری  ِ    داخ لِ  درش ود، س پس    ششدد ماتنر میشوارز نور ابتدا با متری ِ ۀاشع

 . ب ا هم  ِ  ش ود  اس توایی ماتن ر م ی    ۀن ور در د فح   ۀها شم اش ع   ماتنر می شود. فرض م ی 
 :داریمنورگونه  برای مسشرِ 2لاگرانژ-اویدر معادلا ِ

(28) e2Φ(r) dtdλ = k 
(2۹) r2 dφdλ = h 
دلب وا    3آف شن  یارامترِ 𝜆𝜆و  ی فوتون هستادا زاویه ۀانانرژی و تک فِثابت های معرّ ℎو  𝑘𝑘هه 
𝑢𝑢ر متغش  دیگر با تغششرِ ۀنور است. معادل مسشرِ نظشرِ = 1

𝑟𝑟  :عبار  است از 

(30) (
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑)
2 = −𝑢𝑢2𝑒𝑒−2𝜆𝜆 +

𝑘𝑘2

ℎ2 𝑒𝑒
−2(𝜙𝜙+𝜆𝜆) 

𝑢𝑢0 مشل را ۀنقطترین  نزدی اگر  =
1
𝑏𝑏    شمخ واه ف وب   ۀی از رابط  گش ر  با امشم ب ا انتگ رال 

 :داشت
(31) Δ = 2∫ √𝑒𝑒2(𝜙𝜙+𝜆𝜆)

𝑒𝑒2𝜙𝜙(𝑢𝑢0)
𝑑𝑑𝑑𝑑

√𝑢𝑢
0

2−𝑒𝑒2(𝜙𝜙(𝑢𝑢)+𝜙𝜙(𝑢𝑢0))𝑢𝑢2

1
𝑏𝑏
0 

 ۀهال ه باش د زاوی     مش ل داخ لِ   ۀت رین نقط    نزدی    چاانچ ه  نور اس ت.  انحرافِ ۀزاوی Δهه 
 انحراف عبار  است از:

(32)  Δ = 2∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑√ 𝑒𝑒2(𝜙𝜙+𝜆𝜆)

𝑒𝑒2𝜙𝜙(𝑢𝑢)(𝑢𝑢0
2−𝑒𝑒2(𝜙𝜙(𝑢𝑢)−𝜙𝜙(𝑢𝑢0)𝑢𝑢2)

1
𝑏𝑏
1
𝑅𝑅

+ 2∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑√ 1
𝑒𝑒2𝜙𝜙(𝑢𝑢)(𝑢𝑢0

2−𝑒𝑒−2𝜙𝜙(𝑢𝑢0)𝑢𝑢2𝐸𝐸(1−2𝑀𝑀𝑀𝑀))

1
𝑅𝑅
0 

 هاله باشد: ترین مشل خارجِ و برای حالتی هه نزدی 

(33) Δ = 2∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑√
1

𝐸𝐸(1−2𝑀𝑀𝑅𝑅)(𝑢𝑢0
2−1−2𝑀𝑀𝑀𝑀

1−2𝑀𝑀𝑅𝑅
𝑢𝑢2)

1
𝑏𝑏
0 

 

α ،گرانشدر نبودِ = δانح راف درواق      ۀبا ابراین زاوی    است. 0 = Δ(𝛼𝛼) − Δ(0) ≅

𝛼𝛼 𝑑𝑑Δ
𝑑𝑑𝑑𝑑 |𝛼𝛼=0 را انتگ رال  زیرِ ت های(، همش 33( و )32های ) انتگرال ۀخواهد بود. برای محاسب 

                                                           
1 Impact Parameter  
2 Euler-Lagrange 
3 Affine Parameter 

 

 𝑏𝑏𝑅𝑅 را برحس بِ   𝛿𝛿𝛼𝛼 آن نم ودارِ  ده شم و ب ا هم  ِ    بسط میهای مرتبۀاو ل  تا جمده 𝛼𝛼 بر حسبِ
 هاشم. ( رسم می5( و )4های ) داد  شد  در شکل برای دو مدلِ

 

 
 a برای مدلِ ⁡𝑏𝑏𝑅𝑅  برحسبِ  δα نمودارِ :4 شکلِ

 

 
𝑏𝑏 برحسبِ  δα نمودارِ : 5 شکلِ

𝑅𝑅⁡ ِبرای مدل b 
 
 گیری نتیجه. 5

همگرای ی گرانن ی    ۀب ه محاس ب   [11]فی شد  در شعاعی معرّ در این مقاله با استفاد  از فنارِ
 α برحس بِ  انح راف  ۀزاوی   بس طِ از . بدین ماظور یرداختشم گذرد، هاله می نوری هه از مشانِ
هال ه رس م    ش عاعِ  هبرخ ورد ب    ی ارامترِ  نس بتِ  ن ور را برحس بِ   این انحرافِ استفاد  هردیم.
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 𝑏𝑏𝑅𝑅 را برحس بِ   𝛿𝛿𝛼𝛼 آن نم ودارِ  ده شم و ب ا هم  ِ    بسط میهای مرتبۀاو ل  تا جمده 𝛼𝛼 بر حسبِ
 هاشم. ( رسم می5( و )4های ) داد  شد  در شکل برای دو مدلِ

 

 
 a برای مدلِ ⁡𝑏𝑏𝑅𝑅  برحسبِ  δα نمودارِ :4 شکلِ

 

 
𝑏𝑏 برحسبِ  δα نمودارِ : 5 شکلِ

𝑅𝑅⁡ ِبرای مدل b 
 
 گیری نتیجه. 5

همگرای ی گرانن ی    ۀب ه محاس ب   [11]فی شد  در شعاعی معرّ در این مقاله با استفاد  از فنارِ
 α برحس بِ  انح راف  ۀزاوی   بس طِ از . بدین ماظور یرداختشم گذرد، هاله می نوری هه از مشانِ
هال ه رس م    ش عاعِ  هبرخ ورد ب    ی ارامترِ  نس بتِ  ن ور را برحس بِ   این انحرافِ استفاد  هردیم.
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𝛿𝛿ماحای  4 نمودارِ هردیم.
𝛼𝛼  ِرا برحسب𝑏𝑏

𝑅𝑅⁡ از برخ ورد  دهد. برای ح التی ه ه ی ارامترِ    ننان می
ط ور ه ه انتظ ار م ی رود،      هال ه هم ان   به شعاعِ b هاله هوچکتر است، با نزدی  شدنِ شعاعِ
ج ا   هال ه ش ود ه ه در آن    برابر با ش عاعِ  bهه  شود تا جایی نور بشنتر می ۀاشع انحرافِ مشزانِ
، هال ه  از شعاعِ برخورد یارامترِ با بزرگتر شدنِ عدجا به بَ از آن .نور خواهد بود انحرافِ ۀبشنشا
 هم ان  .ش ود  ساگشن گرفته، همتر و همت ر م ی   ای هه از جسمِ فادده نور هم به دلشلِ انحرافِ

نایشوستگی در من تق داری م ه ه ای ن خشد ی دور از       b=Rۀ طور هه از شکل یشداست در نقط
ا در ام   ؛ دست آمده ب  f(R)مدلی در  با فرضِ [6]منابه نتشجه ای است هه در انتظار نشست و 

د ده   رخ نمیهاله است،  برخورد برابر با شعاعِ هه یارامترِ نور زمانی انحرافِ ۀبشنشا 5 نمودارِ
𝑏𝑏هه رخ می دهد بدکه در جایی 

𝑅𝑅 = -فض ا  ننان می دهد ه ه خمش دگی خط وطِ    و این 0.3
 ،هال ه باش د   برخورد بشنتر از حالتی است هه براب ر ب ا ش عاعِ    یارامترِبرای زمان در این مقدار 

را ب ر    λ اگر نم ودارِ  .بساگی داردمتری  در این شعاع  λ ضریبِ شکلِبه  آن هم ه دلشلِالبتّ
𝑏𝑏ب ه ازای  ش کل واض ح اس ت ه ه      از نوعِ( 6 )شکلِرسم هاشم   𝑏𝑏𝑅𝑅  حسبِ

𝑅𝑅  هدّ  قُی     0.3~
  شود.میبرخورد بشنشاه  نور در این مقدار برای یارامترِ انحرافِ دهدننان میوجود دارد هه 

 

 
 .b برای مدلِ  bR  بر حسبِ λ نمودارِ :۶ شکلِ
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