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Abstract
Tumor growth has a number of features in common with 
a physical process known as molecular beam epitaxy 
(MBE). So using the same equations for tumor growth 
is sensible. However, tumor substrate unlike MBE is not 
planar that makes necessary a geometrical treatment of 
the growth equations. A variety of mathematical models 
have been proposed to describe tumor growth. The 

effects of different therapies as mathematical terms. The 
valid models are used to predict optimal sequencing 
of different therapies. Tumors diffuse as well as they 
proliferate. So considering spatial changes as well as 
temporal changes is necessary. These considerations 
are involved in reaction-diffusion equation. Here, we 
consider the growth equation analytically by using of 
small noise expansion to study the scaling behavior of 
tumor growth.
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چكيده
ديناميك رش��د تومور ش��باهت زيادي ب��ه فرآيند رش��د برآرایی پرتو 
مولكول��ي1 دارد. بنابراين مي‌توان مع��ادلات مربوط به MBE را به نوعي 
به آن نس��بت داد. البت��ه زيرلايه تومور مانند MBE تخت نيس��ت و بايد 
ملاحظات هندس��ي ناش��ي از اين اخت�الف را در مع��ادلات وارد نمود. 
مدل‌هاي رياضي مختلفي براي توصيف رش��د تومور پيشنهاد شده است 
كه اساس��اً اعتبار اين مدل‌ها به ميزان مطابقت آن‌ها با داده‌هاي موجود از 
بيماران بس��تگي دارد. با اضافه كردن اثر درمان‌هاي مختلف به معادلات 
پیوس��تار حاکم بر اي��ن مدل‌ها مي‌توان مواردي مث��ل ترتيب درمان‌هاي 
مختلف را پیش‌بینی كرد. تومورها علاوه بر تكثير، انتش��ار هم مي يابند. 
بنابراي��ن علاوه بر تغييرات زماني بايد تغييرات مكاني آن‌ها را هم در نظر 
گرفت. اين ملاحظات در معادله‌ي واكنش-‌پخش وارد ش��ده است. در 
این مقال��ه، با در نظر گرفتن این ملاحظات، معادله‌ی رش��د حاصل را با 
اس��تفاده از تقریب بسط نوفه‌های ضعیف )small noise expansion( به 
ص��ورت تحلیلی مورد مطالعه قرار می‌دهی��م و رفتار مقیاس‌بندی پهنای 

ناهمواری را بررسی میک‌نیم.

واژه‌ه�ای کلیدی: رش��د توم��ور، معادله واکنش- ‌پخش، بس��ط 
نوفه‌های ضعیف، مقیاس‌بندی.

1 Molecular Beam Epitaxy



مطالعه‌ی رفتار مقیاس‌بندی رشد تومورها با استفاده از معادلات رشد پیوستار 70

1. مقدمه
از آنجا كه مطالعات مختلف در مورد نحوه رش��د تومور با چالش‌هاي فراواني رو به رو هس��تند كه 
باعث مي‌ش��ود نتيجه‌گيري از آنها بعضاً وقت‌گير باش��د، كي مدل رياضي معتبر و دقيق مي‌تواند در 

پيش‌بيني بسياري از موارد مفيد واقع شود.  
س��امانه‌هاي بسياري در فرآيند رش��د خود، مرزها يا فصل مش��تر‌كهاي ناهموار ايجاد مي‌كنند.  به 
عنوان مثال س��اده مي‌توان بالا رفتن آب از دس��تمال كاغذي را در نظر گرفت، كه به دليل نا‌همگن 
بودن قس��مت‌هاي مختلف در قس��مت‌هايي از آن آب زودتر و در قس��مت‌هايي ديرتر بالا مي‌رود. 
بنابراين مرزی ناهموار بين تري و خش��كي )فصل مشترك( ناهموار ايجاد مي‌شود. يكي از اين گونه 
فرآيندهاي رشد، فرآيند معروف برآرایي پرتو مولكولي )MBE( است، كه به منظور رشد لايه‌هاي 
نازك انجام مي‌ش��ود. با اس��تفاده از مفاهيم مقياس‌بندي و هندس��ه فراكتالي مي‌توان ديناميك فصل 
مشتر‌كهاي ناهموار در محيط‌هاي نامنظم را توصيف كرد. با توجه به انتشار سطحي ذرات مي‌توان 

معادله رشد مدل MBE را به صورت زیر بدست آورد ]1[ :
)1(

كه h ارتفاع مرز، F شار ذرات فرودي، k ضريب انتشار و )η(x,t نوفه1 است كه دربرگيرنده تغييرات 
تصادفي موجود در سامانه است و نیز  است و همبستگي آن با رابطه زير داده مي‌شود:

      )2(
که ε ش��دت نوفه است. ديناميك رشد تومور از نظر خطی بودن نرخ رشد، فعاليت در حاشيه بيروني 
و انتشار سطحي به MBE شباهت دارد. به همين دليل مي‌توان روابط حاكم بر MBE را به ديناميك 
رش��د تومور نیز نس��بت داد ]2[. البته رش��د تومور بر خلاف MBE بر روي كي زيرلايه تخت انجام 
نمي‌شود. بنابراين بايد تغييري در معادلات وارد كرد و با ملاحظات هندسی اين معادلات را باز توليد 

كرد ]3،4[. 
اصولاً در مدل‌های رياضي ارائه شده برای رشد تومورها تطابق مدل‌ها با داده‌هاي موجود از بيماران 
سرطاني مد نظر قرار می‌گیرد. با استفاده از بعضی از  اين مدل‌ها بایستی بتوان تأثير ترتيب‌هاي مختلف 

درماني و بهترين برنامه‌ي درماني را پيش‌بيني كرد ]5-7[.
تا كنون مدل‌هاي رياضي مختلفي براي رشد تومور ارائه شده است. معروف ترين اين مدل‌ها بر اساس 
قوانين نمايي، Gompertzian و logistics  هس��تند ]8،9[.  اساس��اً اعتبار اين مدل‌ها به ميزان مطابقت 
آنها با منحني‌هاي بقاي كي سامانه توموری مورد نظر بستگي دارد. شکل كلي مدل رشد را مي‌توان 

به صورت زير نوشت:
)3(
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 مقدمه. 1

شود رو به رو هستند كه باعث مي هاي فراوانيدر مورد نحوه رشد تومور با چالش از آن جا كه مطالعات مختلف

بيني بسياري از موارد مفيد پيشتواند در د، يك مدل رياضي معتبر و دقيق ميگير باشگيري از آنها بعضاً وقتنتيجه

 1 واقع شود.

به عنوان مثال ساده مي  كنند.هاي ناهموار ايجاد ميمرزها يا فصل مشترك ،خودآيند رشد هاي بسياري در فرسامانه

-تهاي مختلف در قسمهمگن بودن قسمتكه به دليل نا ،ي را در نظر گرفتتوان بالا رفتن آب از دستمال كاغذ

كي )فصل خشبين تري و  ي ناهمواررود. بنابراين مرزهايي ديرتر بالا ميهايي از آن آب زودتر و در قسمت

پرتو  يبرآراياز اين گونه فرآيندهاي رشد، فرآيند معروف  شود. يكيمشترك( ناهموار ايجاد مي

بندي و هندسه ياسمق شود. با استفاده از مفاهيمهاي نازك انجام ميبه منظور رشد لايهكه است، 2(MBEمولكولي)

با توجه به انتشار  نامنظم را توصيف كرد. هايهاي ناهموار در محيطتوان ديناميك فصل مشتركفراكتالي مي

 [ :1]بدست آورد به صورت زير را MBEمدل  توان معادله رشدسطحي ذرات مي

(1) 

(,)ضريب انتشار و  kشار ذرات فرودي،  Fارتفاع مرز،  hكه  tx3تصادفي كه دربرگيرنده تغييرات است  2فهنو

(,)0 و نيز است سامانهموجود در  tx:است و همبستگي آن با رابطه زير داده مي شود 

(2)       

 نظر خطي بودن نرخ رشد، فعاليت در حاشيه بيروني و انتشار سطحي ديناميك رشد تومور ازشدت نوفه است. كه 

. البته [2]نسبت داد نيزتومور  را به ديناميك رشد MBEتوان روابط حاكم بر . به همين دليل ميشباهت دارد MBEبه 

                                                 
 

 
3 2noise 

2 
 

(,,)4 txFhkht 

(.')(')(',')(,) ttxxtxtx  

 
 

 مقدمه. 1

شود رو به رو هستند كه باعث مي هاي فراوانيدر مورد نحوه رشد تومور با چالش از آن جا كه مطالعات مختلف

بيني بسياري از موارد مفيد پيشتواند در د، يك مدل رياضي معتبر و دقيق ميگير باشگيري از آنها بعضاً وقتنتيجه

 1 واقع شود.

به عنوان مثال ساده مي  كنند.هاي ناهموار ايجاد ميمرزها يا فصل مشترك ،خودآيند رشد هاي بسياري در فرسامانه

-تهاي مختلف در قسمهمگن بودن قسمتكه به دليل نا ،ي را در نظر گرفتتوان بالا رفتن آب از دستمال كاغذ

كي )فصل خشبين تري و  ي ناهمواررود. بنابراين مرزهايي ديرتر بالا ميهايي از آن آب زودتر و در قسمت

پرتو  يبرآراياز اين گونه فرآيندهاي رشد، فرآيند معروف  شود. يكيمشترك( ناهموار ايجاد مي

بندي و هندسه ياسمق شود. با استفاده از مفاهيمهاي نازك انجام ميبه منظور رشد لايهكه است، 2(MBEمولكولي)

با توجه به انتشار  نامنظم را توصيف كرد. هايهاي ناهموار در محيطتوان ديناميك فصل مشتركفراكتالي مي

 [ :1]بدست آورد به صورت زير را MBEمدل  توان معادله رشدسطحي ذرات مي

(1) 

(,)ضريب انتشار و  kشار ذرات فرودي،  Fارتفاع مرز،  hكه  tx3تصادفي كه دربرگيرنده تغييرات است  2فهنو

(,)0 و نيز است سامانهموجود در  tx:است و همبستگي آن با رابطه زير داده مي شود 

(2)       

 نظر خطي بودن نرخ رشد، فعاليت در حاشيه بيروني و انتشار سطحي ديناميك رشد تومور ازشدت نوفه است. كه 

. البته [2]نسبت داد نيزتومور  را به ديناميك رشد MBEتوان روابط حاكم بر . به همين دليل ميشباهت دارد MBEبه 

                                                 
 

 
3 2noise 

3 
 

()Nf
dt
dN



شود. بنابراين بايد تغييري در معادلات وارد كرد و بر روي يك زيرلايه تخت انجام نمي MBEرشد تومور بر خلاف 

 [. 3،3اين معادلات را باز توليد كرد] ملاحظات هندسي با

اي موجود از بيماران سرطاني مد نظر هبا دادهها مدلتطابق  هاي رياضي ارائه شده براي رشد تومورهامدلاصولاً در 

ي اي مختلف درماني و بهترين برنامههتوان تأثير ترتيبها بايستي باين مدل بعضي از  از . با استفادهگيردقرار مي

 [.5-7درماني را پيش بيني كرد]

ر اساس قوانين نمايي، ها بائه شده است. معروف ترين اين مدلرشد تومور ارهاي رياضي مختلفي براي تا كنون مدل

Gompertzian وlogistics   هاي بقاي يكا به ميزان مطابقت آنها با منحنيهاساساً اعتبار اين مدل [. 9،8]هستند 

 كلي مدل رشد را مي توان به صورت زير نوشت: شكلمورد نظر بستگي دارد.  يتومور سامانه

(3)                                                     

 logisticsو  Gompertzianهاي نمايي، توان از مدلرا مي f(N)كند. ديناميك رشد تومور را توصيف مي f(N)كه 

kNNfجايگزين كرد. به عنوان مثال در رشد نمايي  ()  است كهk  .نرخ تكثير است 

پرداختند. آنها با اضافه كردن جملات سازي رياضي سرطان تخمدان [ به مدل11]در مقاله كهندل و همكارانش

-رمان دريافتند كه اگر ابتدا شيمي( و بررسي بهترين ترتيب اين دو د3درماني و جراحي به رابطه )شيميمربوط به 

 درماني.اول جراحي انجام شود و بعد شيمي درماني انجام شود و بعد جراحي نتيجه بهتر خواهد بود تا اين كه

هاي تومور ي كرديم، فقط شامل تعداد كل سلولكه در بالا معرف logisticsو  Gompertzian هايي مثل نمايي،مدل

كند. هاي توموري ايجاد ميكند و اين تغييرات را تكثير خالص سلولكه با گذشت زمان اين تعداد تغيير مي ،هستند

يابند. پس علاوه بر ملاحظات گر انتشار مييا به عبارت دي ،شوندجا هم ميبههاي تومور علاوه بر تكثير، جااما سلول

پخش وارد -ي معمولاً توسط فرآيندهاي واكنشزماني بايد ملاحظات مكاني را هم در نظر گرفت. ملاحظات مكان

شود. اكنون اگر به خالص به انتشار آنها هم مربوط ميهاي تومور علاوه بر تكثير شوند. بنابراين تغيير تعداد سلولمي
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 Gompertzian ،را مي‌توان از مدل‌هاي نمايي  f(N( .ديناميك رشد تومور را توصيف مي‌كند  f(N( كه
و logistics جايگزين كرد. به عنوان مثال در رشد نمايي f(N(=kN  است كه k نرخ تكثير است. 

كهندل و همكارانش در مقاله ]10[ به مدل‌س��ازي رياضي س��رطان تخمدان پرداختند. آنها با اضافه 
كردن جملات مربوط به شيمي‌درماني و جراحي به رابطه )3( و بررسي بهترين ترتيب اين دو درمان 
دريافتند كه اگر ابتدا ش��يمي‌درماني انجام ش��ود و بعد جراحي نتيجه بهتر خواهد بود تا اين كه اول 

جراحي انجام شود و بعد شيمي‌درماني.
مدل‌هايي مثل نمايي، Gompertzian و logistics كه در بالا معرفي كرديم، فقط ش��امل تعداد كل 
س��لول‌هاي تومور هستند، که با گذشت زمان این تعداد تغییر میک‌ند و این تغییرات را تکثیر خالص 
س��لول‌های توموری ایجاد میک‌ند. اما س��لول‌هاي تومور علاوه بر تكثير، جا‌به‌جا هم مي‌شوند، يا به 
عبارت ديگر انتش��ار ميي‌ابن��د. پس علاوه بر ملاحظات زماني بايد ملاحظ��ات مكاني را هم در نظر 
گرفت. ملاحظات مكاني معمولاً توس��ط فرآيندهاي واكنش-پخش وارد مي‌ش��وند. بنابراين تغيير 
تعداد س��لول‌هاي تومور علاوه بر تكثير خالص به انتشار آنها هم مربوط مي‌شود. اكنون اگر به جاي 
)f(c( ،  f(N  را در نظر بگيريم كه )c(x, t  چگالي سلول‌ها در مكان x و زمان t است، معادله‌ی حاکم 

بر رشد تومور به صورت زير خواهد بود ]11[:
                 )4(

D ضريب انتش��ار س��لول‌هاي تومور اس��ت و )f(c  رشدش��ان را توصيف مي‌كند. )f(c  را می‌توان با 
اس��تفاده از مدل‌هاي مختلف از جمله نمايي، Gompertzian و logistics جايگذاري كرد. در واقع 
جمله اول، انتش��ار س��لول‌هاي توموري و جمل��ه دوم، تكثير آنها را بيان مي‌كند. اگ��ر براي )f(c  از 
رش��د نمايي استفاده نماییم، معادله‌ی حاصل معادله‌اي مي‌شود كه به وفور در مباحث مربوط به رشد 

تصادفي و پليمرهاي جهت‌دار استفاده مي‌شود ]12[. 
كهندل و همكارانش در مقاله ]13[ عوامل مختلف مؤثر در رشد تومور از جمله شبكه‌ی عروقي، مواد 
غذايي و اثرات درماني را به معادله‌ی رشد اضافه نموده‌اند. سپس تركيب‌هاي مختلف پرتودرماني و 
درمان ضدرگزايي1 را مورد بررس��ي قرار دادند. تا بهترين ترتيب آنها را پيش‌بيني كنند. آنها با وارد 
كردن جملات مربوط به پرتو‌درماني و درمان ضد‌رگزايي و عوامل زيس��تي مؤثر در رشد در معادله 
و ح��ل عددي آن دريافتند كه ترتيب ضدرگزايي- پرتودرماني نتيجه بهتري نس��بت به پرتودرماني-

ضدرگزايي دارد.
در بخش دوم مقاله، معادله‌ی رش��د تصادفي حاکم بر چگالی تومورها را با اس��تفاده از تقریب بسط 
نوفه‌ه��ای ضعیف به صورت تحليلي ح��ل می‌كنيم و رفتار مقیاس‌بندی پهنای ناهمواری را بدس��ت 

می‌آوریم.
1 Anti-angiogenesis
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 [. 12شود]دار استفاده ميتصادفي و پليمرهاي جهتوط به رشد شود كه به وفور در مباحث مرب
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 بندی پهنای ناهمواریی رفتار مقیاسمطالعهتصادفي و  رشد یحل معادله. 2
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(,)ي اول اين معادله مربوط به انتشار سطحي مي باشد. در جمله دومجمله tx مبستگي آن با معادله است و ه فهنو

(,)اگر به جاي  شود.( داده مي2) tx  هاي رشد را براي تمامي سلول يعني نرخ يك مقدار ثابت قرار بدهيم

هاي سرطاني بنا به موقعيت زيرا آهنگ رشد سلول .ايم كه اين تقريب خوبي نيستدر نظر گرفتهسرطاني ثابت 

كنيم كه اين افت و خيز را استفاده ميبنابراين از نوفه واد غذايي و اكسيژن( متفاوت است.آنها)مثلا دسترسي آنها به م

 :  [13]كردضعيف استفاده هاي نوفه توان از بسطمي است كوچككه هاي ضعيففهنوبراي  در نظر گرفته باشيم.

(6)                  

 داريم:ي مرتبه( و مساوي قرار دادن جملات هم5) يمعادله ( در6) يمعادله با جايگذاري

(7)  

   

(9)  

(,)(,)كه  txtx   ي يم. براي اين كار از تبديل فوريهپردازمي( 7معادله ) است. ابتدا به حل

  (,)(,) 00 tkcedktxc ikx ي زير محاسبات، به رابطه ي( و ادامه7ر )كنيم. با قرار دادن اين تبديل داستفاده مي

 رسيم:مي

(8          )          

0(,)(,)ي جمله txtxc   ( 9در معادله ) را(,) txf ي از تبديل فوريهاستفاده  بااميم. نمي

 dxtxfetk ikx (,)
2
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
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همچنين و   (,)(,) 11 tkcedktxc ikx  محاسبات، به  جايگذاري و انجامو

 ي زير مي رسيم:رابطه
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با جايگذاري روابط)17( و )18( در معادله‌ی )19( داريم:

)20(

ح��ال مي‌تواني��م انح��راف معيار ش��عاع را  از رابط��ه‌ي                              محاس��به كنيم. از آن‌جا كه
             است، براي انحراف معيار شعاع بافت توموری خواهيم داشت:

)21(

بنابراين انحراف معيار شعاع بافت توموری متناسب با t1/2 است. يا به عبارت ديگر نماي رشد1/2 است.

3. بحث و نتيجه‌گيري
در اين مقاله، معادله‌ی رش��د تصادفي را به صورت تحليلي حل نمودیم و به واس��طه‌ی آن )C(x,t را 
تعري��ف و )C2(x,t را بدس��ت آوردي��م. با اس��تفاده از )C2(x,t،          را بدس��ت آورديم كه x مكان 
سلول‌هاي توموري است. بدين ترتيب توانستيم انحراف معيار مكان سلول‌ها يا به عبارت بهتر انحراف 
معيار ش��عاع بافت توموری را متناسب با t1/2 استخراج کنیم. انحراف معيار شعاع در واقع بيان‌كننده‌ی 
افت وخيز يا تغييرات شعاع است كه بدين ترتيب مي‌توان آن را به مفهوم پهناي ناهمواري در ديناميك 
فصل مشتر‌كها در محيط‌هاي نامنظم ربط داد و توان t يعني 1/2 را نماي رشد دانست. نماي رشد يكي 

از نماهايي است كه به كمك آن ديناميك فصل مشتر‌كها را مي‌توان به طور كمّي توصيف كرد.
در اين مقاله براي س��ادگي محاسبات جمله‌ی )f(c  را به ش��کل خاصی در نظر گرفتیم. در كارهاي 

آينده مي‌توان حالت‌های کلی‌تری را در نظر گرفت و به حل معادله رشد تصادفي پرداخت. 

سپاسگزاری
از حمایت‌های مالی دانشگاه الزهرا)س( قدردانی می‌شود.
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 بحث و نتیجه گیری. 3

(,)آن  يو به واسطهنموديم تحليلي حل تصادفي را به صورت  رشد يدر اين مقاله، معادله txC  را تعريف و

(,)2 txC  2(,)را بدست آورديم. با استفاده از txC ،2x را بدست آورديم كهx ست. هاي توموري امكان سلول

را متناسب با  يتومور بافت شعاع ا يا به عبارت بهتر انحراف معيارهمكان سلول عياربدين ترتيب توانستيم انحراف م

21t افت وخيز يا تغييرات شعاع است كه بدين ترتيب مي يكننده شعاع در واقع بيان عيار. انحراف ماستخراج كنيم-

 2/1يعني  tامنظم ربط داد و توان هاي نها در محيطي ناهمواري در ديناميك فصل مشتركتوان آن را به مفهوم پهنا

توان به طور ها را ميكه به كمك آن ديناميك فصل مشترك را نماي رشد دانست. نماي رشد يكي از نماهايي است

 كمّي توصيف كرد.

 تواندر كارهاي آينده ميرا به شكل خاصي در نظر گرفتيم.   f(c)يمقاله براي سادگي محاسبات جملهدر اين 

  تصادفي پرداخت. رشدعادله حل م تري را در نظر گرفت و بهيهاي كلحالت

 سپاس گزاری

 شود.هاي مالي دانشگاه الزهرا)س( قدرداني مياز حمايت
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